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RÉSUMÉ 


DES 


LEÇONS* D’ANALYSE 


DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION SODS LE SIGNE /. 
342. Soit une intégrale définie telle que 


a étant la variable , f{*) une fonction quelconque de a , 
a et b deux constantes. Cette formule est regardée , 
conformément à ce que l'on a vu dans l’article XXVIII, 
comme présentant une valeur constante déterminée : 
on s en forme une idée très-nette , en concevant qu’elle 
exprime l’aire de la courbe dont a serait l’abscisse , et 
f{ x ) l’ordonnée , cette aire étant comprise entre l’axp 
des abscisses , la courbe , et les ordonnées correspou- 
2' année. • i 


DONNÉES 



XXX. Intégrales définies. — 



<b 


2 


dantes aux abscisses a=a et u=b. On pourra toujours 
obtenir d’une manière exacte ou approchée la valeur 
de la formule dont il s’agit , à l’exception des cas où 
l’ordonnée f(*) deviendrait infinie pour une ou plusieurs 
valeurs de a comprises entre lu^l imites a et b : ces cas 
exigent le plus souvent un examen spécial. 

343. Nous remarquerons maintenant qu’une intégrale 
définie peut être considérée sous un point de vue plus 
étendu , en admettant que la fonction désignée pary“(a) 
contienne une quantité variable x. L’expression précé- 
dente devient alors une fonction variable de x , dont 
la valeur dépend de la forme de la fonction _/(«), et des 
limites a, b. En effet , lorsque l’intégration définie indi- 
quée par rapport à « est effectuée , cette quantité « a 
disparu , et il ne reste plus qu’une fonction contenant 
la seule variable x. 

La variable x pourrait être aussi contenue dans l’ex- 
pression des limites désignées par a et b. Ainsi l’ex- 
pression générale d’une intégrale définie représentant 
une fonction de x est 


X= | di.f{x ,*). 

J 

344. Proposons-nous de différentier cette nouvelle 
espèce de fonction , c’est-à-dire de connaître l’accrois- 
sement dX. correspondant à l’accroissement infiniment 
petit dx de la variable. En supposant d’abord que les 
limites de l’intégrale définie soient les constantes a et b, 
on aura 


X+dX 


P*r 

f(x,x) 

j/l*,.) 1 

la t' 


dx J 
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X+dX 


et 


_ 3 — 

rb 


dX r, d.f(x,*) 

si=J *— —■ 


Si nous admettons maintenant que les limites soient 
vx et 'l'x , nous aurons 


X-m!X= 


. * d.^x 

,ijrH ; — dx 

dx 


J 9X-\ ; — dx 

dx 


c'est-à-Klire 




d.f(x,?x) x\ 

I d.tjX 

dx J 

Y dx' 

d.f(x,1tx)jJ\ 

d.\x 

dx ' J 

‘ dx ‘ 


dx 


d’où, en négligeant les quantités inûniment petites du 
second ordre, 


dX 


= r* dx. t hù^dx-f{x,' f x) . ~^dx+f{x,ÿx) dx ; 

J Q>X 


et par conséquent 

dX 
dx 


d.SfX 

dx 


dX fV x d.f[x,x) d.yX 

* <*•**> ■ ~zr ***** 

345. Le résultat précédent devient très-sensible lors- 
qu’on se représente l’intégrale ddQfee 

X = I da.f(x, a), 

J yx • 

comme exprimant l’aire PMNQ (fig. 54) de la courbe' 
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MPï dont l’ordonnée est f{x,at), cette aire étant prise 
entre les abscisses OP=f(x) et OQ=t}(j:). l°Par la seule 
variation de x dans f{x,z) , la courbe se transporte en 
mn , et l’aire augmente de l’espace MmnN représenté 

''j/.r , ^ f^x a) 

dot. — — ; — — dx. 2° Par la seule variation de x 

yX dx 


par 


I 


dans la limite inférieure ?(x), l’aire diminue de l’espace 


d.yx 


PMP' représenté par f(x,yx) . dx. 3° Enfin par la 


seule variation de x dans la limite supérieure 'Ji(x) , 
l’aire augmente de l’espace QNQ' représenté par 
d \Lj£* 

f[x, -i/x) . — — dx. La variation simultanée de x dans les 
dx 


trois fonctions J(x,o), <^(x) et |(x) change d’ailleurs l’aire 
PMNQ en P'M'N'Q'. La variation totale de cette aire 
est donc exprimée par les trois termes de la formule 
précédente , lorsqu’on néglige les espaces MmM' et NnN' 
qui sont infiniment petits du second ordre. 


346. On voit par ce qui précède , qu’ayant l’égalité 



./(x,*) , 


les limites a , b étant supposées constantes , on obtient 
le coefficient différentiel du premier ordre de la fonc- 
tion X en remplaçant sous le signe / la fonction f(x,*) 



fonction pris par rapport à x. Il est facile d’en conclure 
que si l’on multiplie les deux membres de cette même 
égalité par dx , et si l’on intègre de part et d’autre , 
on aura 
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dxf(x,a.). 


Ces différentiations et intégrations sous le signe d’inté- 
grale définie donnent le moyen de déterminer les valeurs 
de certaines intégrales , en partant des valeurs d’autres 

intégrales déjà connues. 


Détermination de quelques intégrales définies. 

347. La détermination des valeurs des intégrales défi- 
nies , et l’étude des relations qui existent entre ce? va- 
leurs , ont beaucoup occupé les géomètres ; mais nous 
ne pouvons présenter sur ce sujet que quelques aperçus. 

Lorsque l’intégration indéfinie de la'fonction qui se 
trouve sous le signe f peut être effectuée , la valeur de 
l’intégrale définie proposée s’en déduit immédiatement. 
Il suffira de citer quelques exemples très-simples d’in- 
tégrales obtenues de cette manière. 

348. Puisque l’on a 


1 


dx.x" 1 


x m + 1 
771 - 4-1 


on en conclut , en supposant l’exposant m positif et plus 
grand que l’unité , 
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349. Les équations 


f: 

J 


dx 1 x 

-y ; = - arc.tanc. — , 

a'+x' a 8 

dx . x 

— = arc.sin. — , 

Va—x' . a 


donnent 


dx n 
a'+x ’ ~ 2 a ’ 

dx n 


f. 

/: 

j dx.e**=*,j 


dx.e—**= — . 

a 


Comme Ton a, en intégrant par partiés , 

/ dx.x— .e~*= x—.e~*+(a—i ) f dx. x—\e—, 

on trouve , lorsque a est un nombre entier positif, 

J l,dx.x*-' .e-*=l. 2.3.4 [a— 1). 


350. Les équations 


/ dx. sin . cix = 

cos. ax 

f dx. cos. ax=: 

sin. ax 

donnent 

a ’ • 

f 

a 

c* 

■ dx. sin.sz= 

1 — COS.Ott 

* p 

sin. ait 

J 0 

a r 

dx . cos.ax - 
J o 

a 


Ainsi la valeur de la première intégrale est — lorsque a 
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est un nombre entier impair , et zéro lorsque a est un 
nombre entier pair. La seconde intégrale est toujours 
égale à zéro lorsque a est un nombre entier. 

351. Les équations 

. . otcos.uj: sin. ax 

• fdx.x sin. ax= 1 ; — , 

a a 

_ ,rsin.<ï.r cos .ax 

J dx.xcos.ax= 1 : — , 

a a 

donnent 



, . WCOS.«7C 

dx .xsm.ax ■= 

a 


, cos .a t . — 1 

dx.xcos.ax — 

a 


Par conséquent , suivant que a est entier impair ou 
entier pair , la première intégrale est + - ou — - ; et la 


seconde intégrale est — — ou 0. 
352. Des équations 


_ , . , sin.ar.cos.x 1 

fdx. sin. x= + - .r, 

. , , sin. x. cos . x 1 

fdx. cos. x = + - x , 


on déduit 


I dx .ûn' x= I dx .c.os.' x= - ; 
J O J O 


et en général , les formules de réduction données n°294, 

_ . . sin." - '.r.cos..r m — 1 

fdx.sm. m x= H fdx. sm. m ~*x, 

m m J 

, , sin.ar.Gos.’"' - '^: m — i 

f «.cos.’ x— 1 / dx.cos. m —*x , 

ni m 
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conduisent aux résultats suivants : 1° lorsque m est un 
nombre entier pair, 


TT TC 

1.3.5 (m — 1) * 

2 * 4.6 m~ 2 * 

2° lorsque m est un nombre entier impair , 


I <£r.sin.“ x= I 
J o J .o* 


dx. cos.™ x= 


| dx. sin.“x= I dx. 

J O 0 


COS. 


2.4.6 (m— 1) 

3 . 5.7 m ‘ 


On peut remarquer que les valeurs des intégrales 
définies 

TC TT 

I z/jr-sin." .r , et I «fx.cos.”* x, 

v O v O 


tendent l’une et Fautre vers zéro à mesure que le nom- 
bre m augmente , que ce nombre soit pair ou impair. 
Donc, le rapport de ces valeurs a pour limite l’unité ; 
d’où l’on conclut 


* — - ^ 4 . 4 . 6 . 6 . 8. 8 

2 ~ 13 . 3 . 5 . 5 . 7 . 7.9 ' 


Cette expression très-remarquable du nombre « a été 
donnée par Wallis. 

353. Les équations 


/ dx.e-“ I .sm.bx=e— a *. 
f dx.e-**.co&.bx—e— a *. 


■a sin . bx — b cos. bx 
a’+b' T 


b sin.ix — acos.bx 


qui se déduisent du n° 292 , donnent 
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dx.e~ at .s\a.bx= 


a'+b' 


L 


dx.e~ ax .cos.bx= 


a'+b' 


et l’on peut remarquer qu’à mesure que la quantité 
désignée par x approche de devenir égale à zéro , ces 

expressions approchent de plus en plus des limites ^ et 
zéro. Néanmoins les valeurs des intégrales 


P 


dx.&in.bx, et 


I 


00 

dx.cos.ax 


sont nécessairement indéterminées. 

354. Il serait superflu de multiplier ces exemples, 
puisque dans des cas semblables la recherche dont il 
s’agit n’ofïre pas de difficultés. Mais les géomètres ont 
déterminé , dans les cas même où la fonction sous le 
signe / ne peut être intégrée , les valeurs d’un grand 
nombre 'd’intégrales définies. Les méthodes employées 
pour cette détermination consistent principalement : 
1° à déduire les valeurs des intégrales cherchées d’autres 
intégrales déjà connues, au moyen de la différentiation 
ou de l’intégration sous le signe / ; 2° à trouver entre la 
fonction que représente l’intégrale proposée et ses diffé- 
rentielles des relations qui en font connaître la nature ; 
3° à passer des expressions réelles aux expressions ima- 
ginaires. La considération des intégrales doubles a éga- 
lement fait connaître plusieurs résultats importants. 
Nous présenterons quelques exemples propres à donner 
une idée des méthodes dont il s’agit. 

355. Si dans l’équation donnée n" 348 , 

"1 - < 


f 


dx.x m ~' = — , 
m 
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où nous supposerons m plus grand que l’uni té , on mul- 
tiplie les deux membres par dm , et que l’on intègre à 
partir de m=n , conformément à ce qu’on a vu n° 346, 
on trouvera 

'1 


f. 


m 


x" 1 — 1 — x n ~ 

dx ; — — =1- 

n 


Ix 


356. Reprenons les équations du n* 353 , 
■.afl , 


r . . . b r 

I d *e~«sm.bx=—, J 

V O v O 


dx.e~ ax cos.bx= 


a'+b' 


Multipliant par da , et intégrant par rapport à a depuis 
a=c , il viendra 


I 


00 


dx. 


— a ® ci c bla c) 

sin. bx= arc. tang. - — arc:tang. t = arc.tang. -yr 


b'+ac 


Ü 


oo 


e -tm — ç-** 1 ,a +b' 

dx. cos. ox=- 1 — — — -, 

x 2 c'+b’ 


‘357. Si l^on fait c=o et a=oo , ces dernières équations 
donnent 


f*' sin .bx «■ f 30 

j^_= 5 , « J. a. 


cos . bx 


■ =00 . 


sin.éx 

Il est remarquable que l’intégrale J dx — — — soit 


indépendante du nombre b. En effet , supposant x= -ÿ , 


cette intégrale se change en J' dx oui a disparu. 
358. Soit l’intégrale 


f. 


ce 


dx.e— 
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En la multipliant par une autre intégrale pareille dans 
laquelle nous écrirons y au lieu de x , nous aurons 

'»X «X /»X ,,x 

i dy.e—r'. J dx.e~ x ’= I dy I dx.e— Cr*+«’). 

J O J O J O J O 

Posons maintenanty=j«, tétant une nouvelle variable. 
Quelle que soit x entre les limites 0 et x , aux valeurs 0 
et x de y correspondront également des valeurs de 0 et 
x de t; et l’on aura d'ailleurs dy=xdi. L’expression 
précédente se changera donc en 


Pf 


dx.x.e—(' +*’)*’. 


Effectuant d’abord l’intégration par rapport à x , elle 
deviendra 

1 f °° l*j£ 

2J U * ' 
r dt 

et comme J j-j-p = arc.tang. t , et par conséquent 

Ç dt 1S . 1 T. , 

I - — -, — - , nous aurons definitivement— ■— pour la va- 

i iTt a 2 2 

J o 

/ oo 

dx.e-*'. Donc 


P 


dx.e~*'= - \/ TT, 


expression très-remarquable , et fréquemment employée 
dans plusieurs applications de l’analyse. 

359. Considérons maintenant l’intégrale 




dx cos. rx.e—’ *'*'. 
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DifFérentiant par rapport à r , on trouve 


dV f* 
dr~ | Ü 


dx.xsin.rx.e~ a ' x \ 


Mais nous avons en intégrant par parties, 

1 r 

/ dx.xsin.rx.e~ a ’ x, = — • — ^in.rx.e— ;/ dx.cos.rx.e~ a ' x ' , 

Ad Ad 

d’où l’on déduit , puisque le terme hors du signe est nul 
aux deux limites 0 et oc , 

'u. 

dr 2 a' 

Cette équation fait connaître la nature de la fonction U, 
qui est nécessairement 

•“ r’ 

U=A.e~ 

A désignant une constante. Ainsi nous avons 


* r* 

J d 

%) 0 


dx.cos.rx.e — = A.e <*'. 


Pour déterminer la constante A , on supposera r=0, ce 
qui donnera 


f 

v O 


dx.er~ a%x ’— A. 


/’* 1 — 

Or de l’équaflfon / dt.e— 1 ' , obtenue n° 359, 

on déduit en faisant t=ax , f dx.e— — \/r.—S.. 

’J o 2a 

L’expression de l’intégrale proposée est donc définiti- 


vement 


Digitized by Google 



r 


— i3 — 

-f, 

dx.cos.rx.e-" * =——.e 4“ . 

2 a ■ 


360. Soit encore l’intégrale 
«00 


r 

c’ O 


dx 


cos.ax 


2 kK 


1+x* ’ 

et prenons d abord pour la limite supérieure — , h dé- 
signant un nombre entier. En écrivant donc 
afcr 

cos.ax 


r a i 
U= | dx- 


i+x* ’ 


et difiérentiant deux fois de suite par rapport à a, 
conformément à la règle donnée n" 344 , il viendra 

aArr 


“ , xsin.ax ’i.kv 
dx —. , + 


aj_f 

z/a J u * 1+x’ ' a’-^4A’ï 

a/nr 

zfU C “j^x’cos .iîx t 4Aira 

J n x i+x* + (a-+uvr ; 


d’où l’on conclut 


zkr 


"-s-i: 


z/xcos.ax- 


\k-a 


(a’+4AV)’ 


ou simplement ( puisque l’intégrale du second membre 
a une valeur nulle ) , 

^ d J JJ ikna 


da' (a’+UV)* 

Admettons maintenant que A soit un nombre infiniment 
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grand; le Second membre de cette équation deviendra 
infiniment petit. Par conséquent si U représente l’in- 
tégrale proposée , nous aurons 


U = 


da 


Cette équation détermine la nature de la fonction U, 
dont l’expression la plus générale est 

Ae~ a +Be* , 

A et B désignant deux constantes arbitraires. Mais il 
est visible que l’on doit faire B=0 , puisque la valeur 
de l’intégrale proposée ne peut croître indéfiniment 
avec le nombre a. On a donc simplement 
,00 


1 


. cos ax 

dx — =A.e— ". 

1+J: 


Pour déterminer la constante A , on supposera a=0 , 
Ç °° dx tt '. 

et comme I - , = - =A, il vient definitivement 

J o i+J: 2 • 

-00 

I - cos. ax tt 

a. v - = - e~ a . 

n i+X 2 

« O 

361. Si l’on remplace dans cette équation x par 
et a par ma , elle se change en 


x 


i; 


dx 


cos .ax 
rn-\-x' 


2m 


et en difi’érentiant par rapport à- a, on a le résultat 
non moins remarquable 

f ao 

, xsin.ax r. 
dx — *— — — = - e~ ma . • 
m'+x' 2 
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362. Pour donner un exemple de l’usage des imagi- 
naires , nous prendrons l’intégrale 

r* 

I dx.co&.2rx,e~ x ' . 

En remplaçant cos. 2 rx par sa valeur en exponentielles 
imaginaires , elle deviendra 

- f dx.e~*' + %rx ^~ ' + - T dx.e-*'-*'^— • , 

2 J — x 2 J — x 

ou en multipliant et divisant par e~ r \ afin de rendre les 
exposants de e. sous le signe / des quarrés parfaits , 

- e- r ’ f dx.e-(*~ l ^ e~ * f dx.e ~ (* + d / — >)*, 

2 J_» 2 J_ x 

Mais on a, comme on l’a vu n° 358 , 

f® i r® _ 

I dx.e~*'= - J/T, et par conséquent I dx<e- x ‘—\/ r ■ 

J O 2 J — » 


d’où l’on conclut 


f x 

J — x 


quelle que soit la constante b. Donc si l’on fait 
b=+_r\/—i ; l’expression précédente de l’intégrale pro- 
posée deviendra 


f* 

I dx. cos, 

• x 


2rx.e~ x '=l / r . i 


et l’on aura par conséquent 
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J dx.cos.2rx.e~*‘= -J/*. e~ r ' . 

o 2 

Ce résultat s’accorde avec celui qui a été obtenu n° 359. 
XXXI. Conditions d’intégrarilité pour les fonctions 

DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE A PLUSIEURS 

VARIABLES INDÉPENDANTES. INTÉGRATION DE CES 

FONCTIONS LORSQU’ELLES SATISFQNT AUX CONDITIONS 

d’intégrabilité. 

4163. Considérons une fonction différentielle d’une 
seule variable telle que Xdx , X désignant une fonction 
contenant la variable x et des quantités constantes. La 
fonction Xcèr pourra toujours être regardée comme la 
différentielle exacte d’une certaine fonction de x. En 
effet , ou Xdx sera la différentielle d’une fonction con- 
nue de x , et dans ce cas l’intégration s'effectuerait im- 
médiatement, ou du moins l’on pourra effectuer cette 
intégration en développant la fonction X en série ordon- 
née suivant les puissances entières de la variable x , et 
prenant l’intégrale de chaque terme. 

364. Soit maintenant une fonction différentielle du 
premier ordre de deux variables x,y, telle que P dx+Qdy , ■ 
où P, Q désignent des fonctions quelconques de x ety. 
Une telle fonction ne peut pas être regardée en général, 
comme étant la différentielle exacte d’une fonction de 
x, y : cela n’a lieu qu’autant qu’il existe une certaine 
relation entre les quantités P et Q. En effet, soit U une 
fonction quelconque de x, y, la différentielle complète 
de U , c’est-à-dire l’accroissement de U correspondant 
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aux accroissements simultanés dx et dy de x et y , sera 
comme on l'a vu dans l’article IV, . 

... dU dV , ' 

d,. 

d \ J dU 

où représentent respectivement les coefficients 

différentiels de la fonction U pris en regardant x seuje 
comme variable , et y seule comme variable. 11 faut donc, 
pour que la fonction proposée PdaH-Qd^ résulte de la 
différenciation d’une fonction quelconque U , que l’on 
puisse écrire 

dû dU 




dy' 


Mais on a , comme on l’a vu n° 69 , 




æu 


dxdy dydx 1 

donc on devrait avoir également 

dP _ dQ 
dy dx ’ 

équation qui exprime la relation qui doit subsister entre 
les fonctions P,Q pour que P dx+-Qdy soit la différen- 
tielle d’une fonction quelconque de x,y. 

365. Si la fonction proposée est Pdr+Qdji + Rda , 
où P,Q,R désignent des fonctions quelconques de xy,z, 
on remarquera que U étant une fonction quelconque de 
x,y,z, on a 

dU , dU . dU 


Mais 

dxdy 


dU= -z-dx+ -y— dy+ — dz . 
dx dy dz 


rf-U 






dydx ’ dxdz dzcLx ’ 


æu 

dydz 


æu 

dzdy 
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Donc la fonction proposée ne pourra être la différen- 
tielle d’une certaine fonction de x,y,z, à moins que les 
fonctions P,Q,R ne satisfassent aux conditions 


dP _^dQ dP _dP dQ e?R 

dy dx ’ dz dx' dz dy 


Et ainsi de suite s’il y avait un plus grand nombre de 
variables. 

366. Lorsque les fonctions différentielles proposées 
satisfont aux conditions d’intégrabilité , on peut en ob- 
tenir l’intégrale delà manière suivante. Soit 

dV—Pdx+Qdy, 

l’intégrale U doit nécessairement être de la forme 
U= fPdx+Y , 

en désignant par Y une fonction de la variable^ seule. 
Or, cette dernière équation donnerait : 

dU rdP , dY 
dy J dy X+ dy ’ 


quantité qui doit être égale à Q. Ainsi 


et 


Y=const.-\-f dy — fdx 

L’intégrale cherchée est donc 

( dP\ 
Q—fdx—-j. 
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367. On vérifie que ce procédé d’intégration suppose 
l’existence de la condition indiquée n“ 364. En effet, 

pour que la quantité Q — / dx ^ soit une fonction de 

y seule , il faut que la différentielle de cette fonction 
prise par rapport à x soit nulle, c’est-à-dire que l’on ait 

dQ dP 
di~~dy~ Q ' 

368. Soit pour exemple la fonction différentielle 

ydx—xdy 


Jt'+y' 

x'+y'—y.ïy x'—y 




(-r'+r J )' 


Comme nous avons 

dy \x'+y) 
d ( — x ^ x'+y' — x.2x x'—y' 

d^y-^ÿ)- (x*-hrT’ 

La fonction proposée satisfait aux conditions d’inlégrahi- 
lité. En suivant la méthode précédente, nous écrirons 


donc 

u -frf* - 

J x'+y 1 

-H Y = aie. taug. 

et 

dU 

x . dY 


dy 

y'+x' ' dy 


y 




Mais en comparant avec la fonction proposée, on voit que 

s- doit être nulle. L’intégrale cherchée est donc sim- 
dy a 

plement 


U=fO«i/.-f-arc lanc. — . 

y 
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309. Soit encore proposée la différentielle 

d[} _ x'+xy+y' / dx_ e(r\ 
x‘+y 2 \ x y J 

Elle satisfait aux conditionsd’inlégrabilité, car l’on trouve 

cZP dQ x* — y' 

dy ~~ dx (ar’-hr’)’’ 

Nous écrirons donc 

x'+xy+y’ 

V^fdx.^ÿ -)-+ Y , 

qui se met facilement sous la forme 

«=pK^F- + ï> y ’ 


et donne 


On en déduit 


.t* 

U= arc tanc. — t- lx+-Y . 
X 


du _ x dY 

~dy~ x'+y' + dy' 


et en comparant avec la différentielle proposée , 


x'+xy+y' x dY 

— , ..7» + > 


(x'+yy x'+y' dy ' 


d’où 


— fcE _ 1 r et par conséquent Y —const. — ly. 

dy X 

L’intégrale cherchée est donc 

JC JC 

U =arc tans. — 1 - 1 - + const. 

y x 
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370. Les mêmes considérations s’appliquent aux diffé- 
rentielles contenant trois ou un plus grand nombre de 
variables. Soit 

d\]=Y*dx+Qdy+\{dz , 


une différentielle proposée satisfaisant aux couditions 
d’intégrabilité indiquées n“ 365. L’intégrale U doit né- 
cessairement être de la forme 


V=f Pdx+Y , 

Y désignant ici une fonction des variables y et z seules. 
Cette équation donne comme ci-dessus, 

d\] rdP , d\ 


quantité qui doit être égale à Q. Donc 

%-**-/%**• " t =/>(q-P*^)+ z . 


Z désignant une fonction de la variable 2 seule. Ainsi 
l’on a 

U —fpdx+fdy (q—f dx^^+Z , 
et par conséquent 



Cette dernière quantité devantétre égale à R, la fonction 
Z est déterminée par l’équation 


dZ 

dz 


=R -^ <r S -f d - Y (3~~ fdx 


tTP\ 

dydz)' 
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ce qui donne 

Z=const.+fd% [ji-fi,^-fd r (ÿ-fi ,£ |)]. 


Ainsi l’intégrale cherchée est 


\J=const.+ f dx.V+f dy — fdx-^j 4 - 

+/&[r - /*—)]• 

37 1 . On vérifie encore ici que ce procédé d'intégration 
suppose l’existence des conditions d’intégrabilité indi- 
quées n° 365. En effet, pour que la quantité 

soit une fonction de z seule, il faut que les différentiel- 
les de cette fonction prises par rapport à a: et par rap- 
port kjr soient nulles, conditions qui donnent 


dx dz J \dzdx dydz J ’ 


*5. -fj,. £2 -*2 +fi,*L =o. 

dy dzdy dz * dydz 


Ces équations subsisteront si l’on a, comme dans le 
n° cité, 

dR dP dQ dP _ dR dQ _ 

dx dz ’ dx dy ’ dy dz 


372. Soit pour exemple la différentielle 
•2x(y'—z') 


dU= 


(x*+/) (x’+z') 


, 2 y r 2z 

dxA '■ — dy — .■ ■■ ■■■■ dz. 

^ x'+y' J x‘+z a 
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Elle satisfait aux conditions d’intégrabilité : car on trouve 

dP _ dQ \xy dP _ dR kxz dQ rfR _ 

dy dx (x'+y')' ’ dz dx (jr'+z ’)' 1 dz dy 

Nous écrirons donc 


U= — fdx 


qui revient à 


ag(/— 
(x'+y) (x*+ 2 *) 

/ 2x 






c’est-à-dire 

U=/(x’+ r *)-/(ar*+z , )+Y. 
Cette expression donne 


rfü 

4y 


c’+y dy ’ 


et en comparant avec la fonction proposée, on voit que 

jy • 

jy doit être nulle. Donc Y ne peut contenir que la va- 
riable z. On aurait alors 


dû 


dz 


2z dY 
x’+ Z * + dz ’ 


et en comparant encore avec la fonction proposée, on voit 
dY 

que ^ doit être nulle. L’intégrale cherchée est donc 
simplement 

, x‘+y‘ 

U —l — ; •+■ const. 

xr+z 


373. Soit encore pour exemple la différentielle 

x'— y' — s* dx x‘+[y — z)* dy x'+y' — z* dz yds dz 
x'+y'+z' x + x'+y'+z' z 1 x'+y'+z* z ^ z 1 + z* ' 
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E1,e satisfait aux conditions d'intégrabili té, caron trouve 

— = = Kxy rfP _ rfR _ \xz 

dy dx (xf+y+z')" dz ~~dï~ (i'+y'+ s y » 

dQ d R iyz 1 

dz ~~dP~ {x'+y+ z y~7' 

Nous pos erons donc, conformément à la méthode pré- 
cédente , 

U = — fdx . X ~ y ’~ z * + Y 

quijrevient à 

U— f dx — . — æ l y 

et donne par conséquent 


V=lx—l(x'+y'+z'}+Y. 


On en déduit 


dU 


2r • dY 


dy x'+y'+-z‘ ' dy' 

et la comparaison avec la différentielle proposée donne 
x'-Hr—z)' 2y dY 


d’où 


{x'+y'+z')z x'+y'+z' + dy ’ 


dY 1 


■dy z' 

Nous avons donc actuellement 


et par conséquent Y= — + Z. 


U =lx—l{x'+y'+z')+- +Z. 

• z 


Donc 


dU 

dz 


2 z y dZ 

x'+y'+z’ z ,+ dz ’ 
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et en comparant avec la différentielle proposée , 

•g*4;y‘ — s* yj i _ 2g y dZ 

(xH-y'+z’)z 7 P ar’+y+a’ ~7 + d7’ 

d’où 

dZ 11 , f 

dz = z~i~z i» ’ et P ar conse q uent -Z=lz— — + const. 

• . I 

L'intégrale cherchée est donc 


U=/ 


xz 

x'+y'+z' 



1 

2z* 


+ const. 


374. Il est superflu de remarquer que l’on parvient 
au même résultat quelle que soit la variable par laquelle 
on commence 1 intégration. Si dans l’exemple précédent 
on veut commencer par la variable z, on écrira 


\j=Cdz -Z + l\ +x 

J \{*'+y+z')z c* + 2 7 +a ’ 

X désignant une fonction de x ety seules. Cette équa- 
tion revient à 

u=/ *(-p^ + ;-? + ?) +x ' 


ou 


ü=-l(rV+ï’W* + - — ~+X. 

z 2a 

On en déduit 

— = — ** * dX 
dx a-’+y +z* + ~dx ’ 

en comparant avec la fonction proposée l’on a 


x’—y'—z' 


2x dX 
(*V+î> “ x'+y+z' + 17 ’ 
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c’est-à-dire 


rfX 1 


dx 


x 


et 


X=/*+Y, 


Y désignant une fonction dey seule. Nous avons donc 
maintenant 

U= — lix’+y+z^+lT+ï- — L +lx+Y ; 

Z JéZ 

d’où 

rfU 2y 1 dY 

dy x'+y'+z' + z + dy' 


et en comparant avec la fonction proposée , on voit que 
dY 

doit être nulle , ou que la fonction Y se réduit à une 

constante. La valeur complète de U est donc comme ci- 
dessus 


U=/ 


xz y i 

, — ; — . H — + const. 

x -t -y + z z 2z 


375. Lorsque dans l'équation 

d\J=Vdx+Qdy, 

lesecond membre est une difîérentielle exacte , U est une 
fonction des deux variables indépendantes x, y. Dans la 
géométrie on regardera cette fonction comme l'ordonnée 
d’une surface mesurée perpendiculairement au plan , 
dans lequel seront comptées les deux abscisses xetjr. 
Mais il n’eu est plus de même si la fonction différen- 
tielle P dx+Qdy, ne satisfait pas aux conditions d’inté- 
grabilité. L’équation dont il s’agit n’a plus alors aucun 
sens, puisqu’on ne peut plus la concevoir dérivée d’une 
relation analytique existante entre les trois quantités U, 
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xy. On ne peut lui en donner un qu’en établissant une 
certaine relation entre les variables xet y, qui ne seront 
plus alors toutes deux indépendantes. Posant donc y 
= 9 (x), 9 désignant une fonction entièrement arbitraire, 
l’équation proposée deviendra de la forme 

dV=Mdx, 

M étant une fonction de x seule, contiendra la fonction 
arbitraire <? (x) et son coefficient différentiel du premier 
ordre. L’équation tHJ—Mdx peut toujours être intégrée. 
La fonction U qui sera donnée par l’intégration , repré- 
sentera l’ordonnée d’une courbe dont la projection sur le 
plan des x,y a pour équation y—^(x) ; et il est évident 
qu’à raison de l’indétermination delà fonction <p, il existe 
une infinité de courbes differentes auxquelles l’ordonnée 
U peut appartenir. 

Ces notions s’étendront facilement aux cas où la fonc- 
tion différentielle proposée contient un plus grand 
nombre de variables. 

XXXII. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE 
A DEUX VARIABLES. 

376. On comprend en général sous cette dénomination 
toute équation de la forme 



dans laquelle x est regardée comme la variable indépen- 
dante ; jr comme une fonction variable dont la valeur 

dépend, de celle de x ; et est le coefficient différentiel 
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du premier ordre de y, pris par rapport à x , c'est-à- 
dire le rapport des accroissements simultanés des deux 
variables x et y. Il s’agit de se former une idée de Ja re- 
lation qu’une telle équation établit entre ces deux va- 
riables. 

Pour y parvenir, on remarque que l’équation propo- 
sée peut toujours être censée résolue par rapport à 
dy 

en sorte que l’on en ait tiré 
dy 

la fonction ® désignant une fonction qui peut en géné- 
ral présenter une ou plusieurs valeurs distinctes. Admet- 
tons en premier lieu, quelle ne présente qu’une seule 
valeur , et pour fixer les idées , considérant x comme 
une abscisse et y comme l’ordonnée correspondante , en 
sorte que l’équation proposée doive représenter la figure 
d’une courbe plane. Si l’on attribue arbitrairement à x 
et y, deux valeurs quelconques a et b, l’équation précé- 

(L'Y 

dente donnera pour ^ une valeur déterminée , au 

moyen de laquelle on pourrait connaître quelle serait 
la variation fort petite de j- à partir de la valeur b , si x 
venait à augmenter ou à diminuer d’une quantité très- 
petite à partir de la valeur a. En eflet, àx représentant 

un très-petit accroissement de x, on a sensiblement 
dv 

ày <= àx. Attribuant ensuite hxet y dans l’équation 

précédente les valeurs a-f-aa: et b+^j^bx, cette équa- 

dy 

tion donnera une nouvelle valeur de qui pourra être 


V 
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employée delà même manière. Il est évident qu’en opé- 
rant ainsi , on peut obtenir une courbe qui s’appro- 
chera indéfiniment de la courbe proposée à mesure que 
l’on attribuera des valeurs de plus en plus petites aux 
accroissements &x. L’équation proposée doit donc être 
regardée comme déterminant la ligure d’une certaine 
courbe dont on peut prendre arbitrairement un point 
quelconque. 

Suivant la position arbitraire que l’on attribuera au 
premier point des tourbes qui seraient construites par 
le moyen de l’équation précédente , non-seulement la 
position, mais en général la figure de ces courbes seront 
différentes. Néanmoins elles auront toutes un caractère 
commun, dont la nature est exprimée par l’équation dif- 
férentielle proposée. Ainsi, à proprement parler, cette 
équation diflérentielle exprime une propriété commune 
à une infinité de courbes que l’on peut concevoir tracées 
sur un plan. Cette propriété détermine l’inclinaison de 
la tangente dans un point quelconque , en fonction des 
coordonnées de ce point : elle donne le moyen de con- 
struire la courbe entière, lorsqu’un point quelconque de 
cette courbe est déterminé. 

On peut remarquer d’ailleurs, que le choix de l’une 
quelconque des courbes en nombre infini auxquelles ap- 
partient l’équation diliérentielle proposée dépend d’une 
seule quantité arbitraire. 11 suffira de fixer, par exemple, 
la valeur de x correspondante à celle dejy=0. En effet, 
l’on doit toujours retrouver la même courbe , quel que 
soit celui des points de cette courbe que l’on se soit 
donné. 
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377. Admettons en second lieu que l’équation 


dy_ 
dx 




donne plusieurs valeurs differentes pour le coefficient 
différentiel On peut considérer chacune de ces va- 


leurs à part , et lui appliquer ce qui a été dit dans le 
n Q précédent. On verra dans ce cas que l’équation diffé- 
rentielle proposée appartient à plusieurs systèmes de 
courbes tracées sur un plan, qui se croisent en diffé- 
rents sens. Cette équation exprime des propriétés com- 
munes à toutes les courbes en nombre infini, qui ap- 
partiennent respectivement à chacun de ces systèmes , 
propriétés au moyen desquelles la tangente est déter- 
minée dans un point quelconque des courbes en fonc- 
tion des coordonnées de ce point ; en sorte que ces cour- 
bes pourraient être construites au moyen de l’équation 
proposée, si un de leurs points était donné. 

378. Il est facile de concevoir d’après cela ce que doit 
être Yéquation primitive ou l 'intégrale de l’équation 
différentielle proposée. Cette équation primitive, si l’on 
veut qu’elle ait la même généralité que l’équation diffé- 
rentielle , doit convenir à l’une quelconque des courbes 
qui pourraient être construites au moyen de cette équa- 
tion. Ainsi, 1° il faut qu’elle contienne une constante 
arbitraire, c’est-à-dire différente des constantes qui 
peuvent se trouver dans l’équation différentielle propo- 
sée , et qui entreraient dans l’expression analytique de 
la propriété représentée par cette équation. L’indéter- 
mination de la constante dont il s’agit donnera au ré- 
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su! tat toute la généralité nécessaire pour qu’il représente 
le système entier des courbes auxquelles convient l’équa- 
tion proposée . Il faut que cette équation primitive sa- 
tisfasse à l’équation différentielle proposée, c’est-à-dire 

que les valeurs de y et qui seraient tirées de l’équa- 
tion primitive et de sa différentielle étant substituées dans 
l’équation proposée, la rendent identique, ou du moins 
qu’en éliminant la constante arbitraire entre l’équation 
primitive et sa différentielle, on retrouve l’équation 
proposée. 

379. Toute équation en termes finis qui satisfait à 
une équation différentielle proposée, et qui contient une 
constante arbitraire, est Y intégrale générale de cette 
équation différentielle. Cette intégrale générale donne 
les intégrales particulières quand on y attribue diverses 
valeurs à la constante arbitraire. 

Il existe dans beaucoup de cas des équations primi- 
tives qui satisfontàune équation différentielle proposée, 
mais qui ne contiennent pas de constante arbitraire. 
Quelquefois ces équations sont des intégrales particu- 
lières dans lesquelles la constante arbitraire a disparu, à 
raison d’une certaine valeur que l’on aurait attribuée à 
cette constante, comme cela aurait lieu, par exemple , 
si on l’avait supposée égale à zéro ou infinie. D’autres 
fois les équations primitives dont il s’agit ont un carac- 
tère spécial, et doivent être considérées à part : elles con- 
stituent alors ce qu’on a nommé solutions particulières. 
Nous nous occupons seulement dans cet article de la re- 
cherche de l’intégrale générale. 


« 
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380. Soit pour exemple l’équation différentielle 
dy 

x S“->' +f = 0 ' 

On en déduit 

dy __ y— b 
dx x ’ 

et il est visible que cette équation appartient à une li- 
gne droite quelconque passant par le point dont les 
coordonnées sont x=0 ,y=b. L’intégrale générale est 

y—ax — 6=0. 


En effet, cette équation primitive satisfait à l’équation 

différentielle, parce que les valeurs y=ax+b , ^ = a , 

que l’on en déduit, rendent identique cette équation 
différentielle; déplus elle contient la constante arbitraire 
a qui n’entre pas dans l’équation proposée. En faisant 
varier cette constante, les intégrales particulières qu’on 
obtiendra représenteront toutes les lignes droites diver- 
sement inclinées qui se coupent sur l’axe des y. à une 
distance b de l’origine. 

381. Soit encore l’équation différentielle 


— • 


ou dy — [a+2x)dx=iQ. 


dont l’équation primitive est 

y — ax — ar’+6=0 , 


h étant la constante arbitraire. Cette équation primitive 
représente une parabole dont l’axe' est parallèle à l’axe 


des y, et placé à une distance de cet axe. La courbe 

2 
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coüpe Taxe desjy à la distance — b de 'l’origine. Pour 

avoir toutes les courbes auxquelles appartient lequation 
différentielle proposée , il suffira donc de faire varier la 
constante b dans l’équation primitive , depuis oo jus- 

qu a +» ; ou de transporter la parabole parallèlement aux 
y, sans changer la position de son axe. • : *"V 

L équation différentielle — a~ 2x=±0 conduit à li- 

quation priînitive y — ax — dans laquelle b est 
la. constante arbitraire. *On peut proposer une autre 
éqffation différentielle, qui conduirait à la méàe équa- 
tion primitive dans laquelle a serait la constante arbr-, 
traire. Cette équation différentielle se trouvera immé- 
diatement, en préparant l’équation primitive, de 
manière que la différenciation lasse disparaître la con- 
stante a , c est-à-dire, en la résolvant par rapport' à cette 
constante, ce qui donne 

y—x'+b 

" i — a=0. 
x 

IX , T v 

Différenciant, et supprimant le facteur commun —, 
il vient * • . „ 


< • 


dv • 

y-x-~+x^+b= 0 . 


*• 

■ m* 


On peut aussi trouver la mime équation différentielle 
sans résoudre l’équation primitive pdl^apport. à a, en 
éliminant cette constante entre l’équation primitive et 

lequation — — a— 2x=0, qui s’en déduit par la diffé- 
renciation. L’équation différentiellequenous venonsd’ob- 
tenir en dernier lieu , et dans laquelle la constante a a 
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disparu, appartient, atssi bien que l'équation primitive 

dans laquelle a est regardée comme la constante arbi- 
traire, à toutes 'les paraboles dont l’axe est parallèle à 
l’axe des j-, et qui coupent c«t axe à la distancé — b ie 
l’origine des coordonnées. * 

Au reste si l’équatioB y — x +oc‘+b = 0 était f>ropD- 

m , _ * 

sée, on ne pourrait pas en déduire immédiatement l’é- 
quation primitive dont elle dérive; carie premier membre 
n’est [ki s une différentielle ex a* te d’une fonction des ya- 
riables a?‘et r. Mais il le devient en restituant le*fac- 
« 1 * * ’ . 

teur -> * , 4 . 

w ( 

382. Si l’équation difiérentielle proposée était 


on en déduirait 


- / 

* 

dy 


Par conséquent, cette équation appartient aux deux 
systèmes de lignes droites qui forment avec l’axe des x 
des angles dont les tangentes trigonométriques sont res- 
pectivement a et — a •. Elle a pour intégrale générqjp 

f— a' 2by+b'=0, 

résulta’t de la^nultiplication des deux équations y+ax 
— b= 0, et y — ax — b = 0 , qui appartiennent Respecti- 
vement, àcausedcla constante arbitraire è^iij’une quel- 
conque des lignes droites de l’un ou de l’autro système. 
En el(’et, en différenciant d’équation précédente, qri a 
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. * . *, . # •• • 

► - . v 

. rf * •<***; ; • f . 

I ' V > ; : . . ■* , 

et en élinjinaift 5 entre ces deux équations, jan retrouvera 
l’équatiôn proposée^ * f . , * » 

* * , - 

383. En général, étant donnée une équation priim- • 
tive contenant les deux variables x,y et plusieurs con- 
stantes a,b,c, etc.,èque nous désignons par 

*\ v K * •• 

fCr )l y,£t,6,c,etp.)=0, . 

* •- . . t » 

f . 
l’équation qui s’en d&luit immédiatement par la différen- 
ciation, ^ ' . , * 


dF dF dy 
4x dy dx 




subsistera en même temps que cette équation primitive. 
On peut 8onc combiner d’une manière ^quelconque les 
deux équations Sont jl s’agit. Ikest possible que lq dif- 
férencia tiofi , ait fait disparaître une des .constantes 
a,b,c, etc.j et c’est ce (Jui aura lieu, si cette constante 
je .trouve» seulement dans un terme qui ne contienne 
ni x, niy. On peut éliminér une constante rfüel conque 
cp^i sè trouverait la fois dans lès «leux équations. On 
peut aussi, éliminei*une*certaine fonction de x,y, qui se 
trouverait dans que^jues'termds. Il est»possiblè enfin, 
que tous lesitermfts de l’équation différentielle se trou- 
vent multipliés pat ym fadteur en x,y qui disparaîtra 
«£iand Oh égalefa la somme de oes. termes à zéro. On voit - 
'ainsi què d’une nfême équation primitive,' on peut en 
général déduire par (Jjverses opérations plusieurs équa- 
tions différentielles différentes les unes des autres, et 
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l’on conçbi^laéliftqltéffu problème qui consiste à trou- 
ver l’intégral^ d’uné équation différentielle quelconque 
proposée; ' * . . ’ 

■ ; */;’■ . # *. 

Equations différentielles diiÿbemier o rdre où le coefficient 

cUJjérentiel'ii’ entre qu’à la première puissance. - 

' V 

384. Considérons une équation différentielle proposée 

du prunier ordre daps laquelle le coefficient différentiel 

dy • J * ' ■* , 

j— ne se trouve qu’au premier degré, et qui sera de la 

• ' * . * 

forme _ • 




ou Prfjr+Q^y==0, 


PetQ désignant des fonction» Quelconques de x et y. 

Il es*t visible en premier que, si la fonction Pdx+Qdy 
était une différentielle exacte d’une certaine fonction de 
ky,. c’est-à-dire, si elle satisfaisait aux conditions d’in- 
tégrabilité indiquées n° 364, il suffirait jde prendre l’in- 
tégrale de cette fonction , conformément aujc règles don- 
nées dans l’article pcécédont. Cette intégrale; complétée 
par une Constante arbitrage, étant égalée à zéro, serait 
l’intégrale cherchée. Ce cas particulier ne peut avoir 
lieu, qu’au tant que l’équdtioh différentielle proposée 
est le rés ul ta timmédial de la difféymciation de l’éqitation 
primitive mise sous uûe forme tellfe, que la constante 
arbitraire se trouvant dan* un tertne ou x et y u’en- 
traient point, cette’ constante a pu dîsparaître’ par’ le 
seul fait delà différenciation. * . * 

9 

385. L’équation proposée s’intégre /toujours, bü du 
moins la reclïerche de l’intégrale est ramenéè aux qua- 
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dratures, lorsque les variables sont séparées , >c’es L-à-dire, 
lorsque cette éqüatÿm est mise sous là forme , 

* Xdx+Ydy=O y ' 

X désignant une fonction quelconque de x seule, et Y 
une fonction quelconquede y seule. L’intégrale générale 
est alors . « • . 

fdx.X+ f dyJ+K=0 , 

A désignant la constante arbitraire. 

Les variables sont évidemment séparées quand t’équa- 

• , , dy 

tion étant résolue par rapport a^, on trouve 

• • T-= x - Y i 

et par conséquent celte Réparation s’opère immédiate- 
ment dans toute équation qui n’est formée que de deux 
termes. 

386. La séparation des variables s'opère quelquefois 
au moyen d’une transformation, ou d’tn changement de 
variables. L’exemple- lp plus remarquable est celui d e 
l’équation - * ' - 

• * » - * ‘ * 

-^--t-Py+Q=0, • ou dy+Vydx+Qdx=0 , 

dans laquelle P,Q désignent des fonctions de x 6eule, et 
tyie l’on appelle équation linéaire du premier ordre, ou 
équation du paemier degré et du premier ordre , parce 

quelle ne contient que la première puissance de la fonc- 

dy 

tion y et de $on coellicienf différentiel Soit fait 


y=Xt, d’où dy—tdX+Xdt, 
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en désignant par X une fonction de 1 x, et par t une nbu- 
velle variable. Ces valeurs, s ubstittées dans l’équatioti 
proposée, donnenf 

. * 

. tdX-^X .7t+ 1 PXldx+Qdx=0 . ^ ^ 

Or la fonction X étant indéterminée, on peut la déter- 

raiher par la condition que l’équation soit partagée dads 

les deux suivantes î * * . *' 

< • 

?Æ£+Q*%=0 # et dt+Ptdx=&. 

•' • « % 

Les variables sont séparées dans la seconde, qui donne , 

^=— P dx, U—-fPdx, ; 

» ' t • 

et cette valeur de t étant substituée dans la preijjèré, 

* il vi,ent * *. * , 

dX= — dx.q/'’ dx , , ' X=— fdx.q/^+K. 

• P 

t 

Mettant ées * voleurs de X et « dans r=X t, on trouve 

* • 9 ' * 

donc 1 • 

y=e~f* ia ( — f dx^ef pJx +^j , 

* « t 

pour l’intégrale générale de l’éqilation proposée, A étant 
la constante arbitraire. 

■» 

387. On peut intégrer par la même méthode leséqua- 
tions de la forme * 

t * 

y m -'.djr+Py m .dx+qdxr=O y 

P et Q désignant toujours dos fonclionsjjueldbnques de* 
x. En effet, cette dernière équation deviendra sembla- 

• ble Scelle du n° précédent si l’on pose y m =x. 
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388. Soit encore une équatio\i de la fc^me 
» * » . « 

Faisant*^ —t, d’yàjré=xt, =t+x ^ , cette équation 
se change en » ’ ; 

dt 


t+x^+M^O, 


chc 

ou 7T77 7+ — =0, 

<+/(0 x 


dans lesquelles les variables sont séparéeg. 

Du facteur propre à rendre réquation intégrable. 

- * • 

389. Pour qu’une, équation différentielle 

Pdx+Qdy—O, * 

t 

se présente sous la f ormo différentielle exacte d’une fonc- 
tion des deux variables M,y, il est nécessaire en général 
que cette équation soif le résultat immédiat de la diffé- 
renciation de l’équation primitive Mais lors même que 
cette circonstance a lieu, l’équation différentielle ne se . 
présente pas toujours sous la forme d’une différentielle 
exacte, parce qué la différenciation introduit quelquefois 
des facteurs communs aux différents termes , qui dispa- 
Vaissent quand on égSde la différentielle h zéro. Par exem- 
ple, l’équatiftn primitive étant 

•' * ï * a * 

• * ■ i —as a , ■ .. 

X 

' xdy — ydx 

la différentiell^du premier membre est — - — ; , et 

en égalant cette quantité à-zéro, on aura simplement 

‘ • xdy—ydx= 0 , * 
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dont le premier membre n’e^t point une différentielle 
exacte. 

390. Quelle que soit d’ailleurs l’origine d’une équa- 
tion différentielle, on démontre qu’il existe toujours un 
facteur variable tel que si l’équation est multipliée par 
ce facteur , elle deviendra une différenîielle^exâcte. En 
effet, supposons l’équation proposée mise sous la forme 

~+v=^o:, ' 

dx 

V désignant ifae fonction quelconque de x,j. L’inté- 
grale générale de cette équation aura pour premier mem- 
bre une certaine fonction de x,y et d’une certaine con- 
stante arbitraire a, qui ne se trouve pas dans l’équation 
différentielle. Admettons qu’ajant résolu cette intégrale 
générale par rapport à a, oh l’ait mise sous la forme 

‘ U=a„ 

« « 

U désignant une fonction de x,y. Si nous différencions 
alors cette équation, Il viendra' 

dU ♦ ' 


d U dU dy ' 
dx dy dx 


dy dx 

ou \ Z? + Sü =0 ’ 
dy 


équation dans laquelle la constante a a disparu, et qui 
doit par conséquent' être identique avec l’équation dif- 
férentielle proposée. On doit donc avoir . . # 

dû 

' dy 


dy XT dy ' dxi ( dy Tr \ dU * dU dU dy 

-r-.+V= -j-+ ou r+ v j--r + r7-- 
dx dx d.U \dx )*dy dx dy dx 

~cfy ■ 
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lenvee coin* 


. . dU cCUdy . p , 

Or la «puafctite ^4- -j- est la fonctior^denvee 

plète delà /onction U. Donc il en sera de même de la 

dv , , dU 

quantité ^— + V, lorsqn on 1 aura multipliée par 


On est assuréd’Jprès ce qui précède de l’e\istence d’Ûn 
facteur par lequel l’équation proposée étant multipliée , 
cette équation devient immédiatement intégrable.’Dc 
plus on voit quel doit être ce faétpur, et qu’il serait connu \ 
si l’équation primitive était connue. . S s 


391. Soit, par exémple , l’équation primitive . 


y— 2a[x+y)=0.. . •' - 

•• , . . » > • • 

En la différenciant on trouve , 

ydx-*-a{dx+dy)=Q ; 

en en éliminant la constarfte a entre ces deux équations 

on obtiendra l’équation différentielle 

• * 

{2x+y)dy—ydx=a0. 


Cette équation ne satisfait pas aux conditions d’iütégra- 
bilité. Mettant l’équation primitive sous la forme 


—a, 


'A*+y) , « 

on a pour La dérivée du premier membre prise par rap- 
yjLQxy ^ 

port à j-, • Mettant également l’équatiOn difléreû- 

tielle sous la forme .* * C 

i. ày y a 

? lüc^ 


2 x+y 


=V 


si ad la multiplie , conformément à ce*qu’on a vij dans le 


* 4 

* 


t ' ' 


■ r*% 

‘.i ; 
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n° précédent, .par le facteur — 4, . on trouve»* 

■T*#2ay ' .y* • * * 

* , 2{x+y)' dx 2(x-*y)‘ 

c’qgt-à-dire f 


_V w ^.A ’W 

. ? ' îiZfr)' -°’ - * 

■ ♦ * 
^■e^presllon où l’on reconnaît la différentielle complète de 

» y' v 

lafonction — « , 'etdontpar conséquent on déduitim- 

( m^diatémentl équation primitive. * 

♦ 392_. Oh Conclut d’ailleurs de l’équation 

* * % 

•V . < ■ rfü dy_ 

dy o-V— dx & *** 

• , 1 dx *dtj . » 

* . 4 -jv , 

djr 

, du n° 390, qu’outreile facteur -3- , il en existe une in- 

r * t, f . T y 

fini té» d’autres qui auront la propriété de rendre la fonc- 
tion g +v une différentielle exacte. En effet, onremar- 
.♦ 1 quera que la quantité 

-, \ ■■ - 

‘ * » ' * * 

. èst la dérivée complète d’une certaine fonction de U que 

pous désignerons par <J>( U). Donc si, on multipliait le 

, » premier membre jle l’équation précédente»par 

■/ , • 

• » • ‘ , d\J 1 * * . r 

ê ;. • -./V* 
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il deviendrait une dérivée f é!tacte d’une certaine fonc- 
tion de x,y. Cette fonction serait Ki fonction même gui 
a été désignée p*r <I>(U) ,ei? sorte .que l’intégrale serait 

i ’ , • . 

^ 4>(U)=co/wn , 

d’où l’on tire immédiatement , 

V=càKsi., 

« 

g ( • 

c’est-à-dire l’intégrale de l'équation proposée. Ainsi tous 

« * * <ZU 

les multiplicateurs compris flans l’expression f(U) ÿ- , 

où <f désigne une fonction entièrement arbitraire , ramè- 
neront toujours à cette même intégrale. * , 

393. Nous avons obtenu dans - le n“ 386, pour l’inté- 
grale de l’équation P 

dy+Vydx+Qdx=b, 

dans laquelle P et Q désignent des fonctions de x seule* 
y=e-f f<l *{ — f dx.Qef pjx + AJ , 

^ i * . , 

A étant la constante arbitraire. D’après ce qui précède 
on mettra donccettfe intégrale sous la forme p 

S.=f dx.Qef 9éj +y.ef t ^—X!i , . 

9 • * , a 

et le facteur par lequel il faudra multiplier l’équation 
différentiellé pour la rendre intégrable sera, confoffné- 

- d\5 fvdx a • 

ment au û 390, * • • 

C’est ce qu’on peu? vérifier directement ; car soit-y: Je- 
facteur cherché , que nous supposerons devoir être une' 
fonction âe x seule. Comme le terme y Qdx est intégra- 


t 


4 * 


» 

<r 


4* n 


ou — =Pdo:; 


. -* 44 *— . 

bl«, y s'agit seulement de Açterçiiner p par la condition 
de rendre une différentielle exacte la quantité 

pÜy+pVydx ; * . 

c'est-à-dire que l’on doit avoir 

*d’où ( i=e/Pi'«. 

394 . Soit fn général l’équation 

Pdx-HH^ = 0> 

♦ * 

P et Q désignant, des fonçons quelconques de a; et jr. 
Si l’on repriiente^par p le facteur qui rendnflt cette 
équation intégrable, la fonction p devra évidemment sa- 
tisfaire ù la condition 

d. pP S.uQ 

- dy ~ dx ' 

,çest-à-dire * 

dy *dx + “\dy dx)~^ 

. * * « 

Mais cette dernière équation est presque toujours plus 
difficile 4 traiter que l’équation proposée elle-même. 

395. Nous remarquerons d’a illélirs, que toutes les fois 
qu’on parvient à séparer, les variables dan^ l’cqu^tion 

r 

* - Vdx+Qdy=ÿ , , * «* 

l # r * * • * 

au moyen d’une transformation quelconque , on connaît 
immédiatement le facteur par lequel A faifdraitmul- 
ti^ier cette équation pour rendr» Vdx+ Qdy une diffé- 
rentielle exacte?. ( 

Eû effet , supposons qu’ayant remplacé J* et^y par 
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d’autrés variables s et f?^équation proposée soit de- 

venue 4 . 

M<fc+NA=0, , 

• * * « 

M et N étant des fonctions de s et t ;,et qu’en divisant 
les ddux termes par Irf* fonction V de 5 et t les varia»- 

blés se trouvent séparées, en sorte' qné ^ soit une lbnc- 

N ' * 

tion de seule, et que ^ soit une fonctioü tfe t seule. 

La quantité =•_ ds-h ^ dt sera'donc devenue une diffé- 

rentielle exacte. Or, en remplaçant dans cette^juantilé 
s et t par leurs Valeurs emz et y, elle ne différera 

point de**l^. quantité ^ dx+ H-^r ( en co»cevant tpu- 

. * * '» 

jours que l’on aiJjjmis dans,V à la placéPde s et t lêurs 

P ■« Q • * 

valeurs epr et/). Donc y .serait nécessai- 

rement aussi une différentielle exacte. 

396; .No fis avons donné dans le n q 388, pour exemple 
de la séparation des variables, l’équation 

/(Q/cù+ïdykb, , *î „ 

* • • 

qui, en faisafit /=a;£, d’où dÿ=tdx+xdt, devient 

> [/W+fl dx+jidtx=0, * , 

et daq? laquelle les variables se séparant ldtsqu’on divise 
les deux termes par x[f[t)+t\. D’après ce qui pré- 
cède, l'équation 1 dont il s’agit doit donc être rendue in- * 

tégrable en la multipliant parle facteur où l’on 
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remplacera f*pqr sa valeur «fc*x et y ; c'est-à-dire par 

% i * « . 

le facteur — - r • Eu eflet , cette équation dp- 

</&H) 

tient mors 


f(^)d X+ d, 


=0, 


. '■*<&)+§ 

* " 

èui -se met facilement sous la forme » 

* • ; * ' 

, a , d y y dx 

r <ix X 

*. — H f =0 : 

■ ' fjpÿÿ- ■ *„ 

' . * / \XJ X f * 

à r ^ ^ 

cej),e-ci est intégrable, puisque -j- est la difM- 

f • x x 

rémtielle de ^ . ' 0 i 

x >t . 

s 

Théorème des fonctions homogeries . — Intégration des équa- 
► lions homogènes. , ^ 

397.ôn désigne paf le nom de Thèorèmeàes fonctions 
homogènes , certaines relations qui existent entre une 
fonction homogène,c’est-à-dire une fonction composée de 
termes dans lesquels la somme des exposants des varia- 
bles est un nombre conStant, soitTJ une fonction homo- 
gène de pl\i^eur% variables x,y, etc. En Reliant tx à la 
place de f, ty à la place dey, jiie. , cette 'fonction de- 
viendra ■fU.n désignant la soiçme des- exposants 4 es 
variables i^ans chaque terme. On peut d’ailleurs faire 
ce qui revient à mettre x-^gx à’ *la place 4 e 


« 


*• ^ 
x.j^+gj à la glacp de /,fctc*ân *iur» en apjjlnjuant lp 

théorème de "Tavlor, . ' # ♦ ‘ ' # 

r, J * Vj* • 

- „ tt Vr /<*U V \ 

(lHtf)'U=*\j+* J r+_^+etc.J + 

♦ , ï gv^ru . ’ rf*u ■ . av ' .■ A 

+*w . 

et en développant le prefhieÿ membre et égalant les ter- • 

mes affectes des mêmes puissances de l’i*déterî>inéè g, 

* TT JU dlL % » : / ( 

n JJ= —jc+—-fy+etc. , 

cm *dy * • ^ 

cTU * d*U #U 
n(n-t)U= ^:,x’+ , 2 — • 

etc. * a J 

398. La Vonsidérftion de ces refations facilite quel- 
quefois l’intégration des fonctionslde plusieurs varia- 
bles. Lorqu’une fonction est homogène, un^jfcfférencia- 
tion effectuée sur cette fonction n’en altère pas Vhomo- 
généité. Par conséquent si la foration différentiel^ 

* < »r 

Prfx+Q</j+etc., 

était Ijpmogène^et satisfaisait aux conditions d’intégra- 
bilité, on aurait immédiXtement , en désignant par U 
son intégrale, et par n le degré de cette^intégsale, qui 
surpasse toujours d’unfc unité ie degré commun desfêfic-» 
tions P.Q, etc., 

nJJ=Px'| , Qy+ete.+cAjt. 

399. Lorsque dans l’équation différentielle 

Pdx+Q4r=0 , 

les /onctions*P,Q des variables x,y, sont homogènes, 
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ces caiiaÿles se séparent facilement, ei ^ppr conséquent, 
Uéqutftion détient immédiatement intégrable. En eflpt , 
faisant y=zxt, le% fondions P, Q prennent alors Informe 
px n , qX 1 -, p,q étant des fonctions de t sçule, et n dési- 
gnant la sommé des exposants ‘de x et y daqs l^s termes 
de l'équation proposée. Cette, équation détient doue 

t ^ * ► 

{pHyt)dx+qxdt=0 , • Su «-f 4 .3ÉL — o ‘ * 

, . * p+qx 

dontTintégrale est ♦ 

lx~k*f dt.—~y^:COntl. 

dans laquelle 6 g deyra, après avoir effectué l’intégra- 
tion quj est indiquée, remplacer t par sa valeur 

% * t f . ' ' JC 

400. Soit pour exemple l’équation 0 
{x— < ty)dx+ydy~§. 

1 V I 

Faisant ÿ&xt, elle dtvient ' * 


f£ + . 


tdt 


. x 1 — 2t+t' ° ’ 

dont l’intégrale est * 

£r+/(l — <)-f- - — - "A, 

A éten&a coûtante arbitraire. Çn mettant pour t sa 
leur - .ona 

JC * t 

— — =A,' 

x4 -y 

qui peut s’écrire 

• ■ * * ’ * 

. . x—y=a.e ~ , 

a étant une antre constante. * * 


va- 


Digitized by Google 



» ^ ; — 49 — 

üOl. Soit encore l'équation ‘ n - 

' '•* % J* H * V 

(■*■ +*X— 2y $$+{?'— 3x')dy=0. 

•Elle devient, en faisanfcy=tx, 

dx (**— 3 )d t’ . * 

x ^ 2 r+l 

“ •>* 

Par le3 méthodes exposées dan# l’article XXIV , on 
trouve, ; 

v . *V 

3 2 , 7 — y 5 , *7+1/5 

t 3 —2‘'—2t+i “• 5(r+l) + 5(2t — 3 — {/ 5) + 5 (2e—3+l/ 5) ’ 

» • » • 

cequiehange l’équatien. ci-dessus, en 

2 rff 7— y^5 <*.„• 7+(/5 dt ■ . 

x 5f+l + 5 2t— 3—1/5 + T~ or— 3+t/5 ~ °’ 

V », *; * •*' r j** , 

dont l’intqgrale est ’ • 

s ='*■ 

Cette équation peut décrire, 


■ j- 3 

V42. Puisque, après avoir (ait j^—x$ dans l’équation 

r- 

supposée homogène, et /i marquant le degré commun 

des fonctions P,Q, il vient 

* « % • • 

(px n +qx«t ) dx-t-qx" + ' dt= 0 , 

où-les variables se séparent en divisant parx^xM-qx”*)* 

2 e ANNÉE. S 
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il résulte de ce qui a été dit n° 395, que le facteur par 
lequel l’équatidn précédente doit être multipliée pour 


devenir intégrable est 


— — , en remplaçant t pac 


x{px*+q'X n t) 

sa valeur, c’est-à-dire — — . Ainsi la fonction 


Pdd+Qdy 


Vx+Qy 

n sera nécessairement une différentielle exacte. 
P-r+Qr •: - 

C’est ce qu’on peut reconnaître directement : car 
soit p un facteur par lequel il faudrait multiplier 
Pdx+Qciy pour rendre cette quantité une différentielle 
exacte, facteur que nous supposerons une fonction ho- 
mogène de x etj^. On pourra donc écrire 

pPzèr+pQz(r— , 

U étant une fonction de x et y -, et d’après le n u 398y il 

. .s’ensuivra ’ : . * 

l iVx+ l LQy=k U , ' 

/, représentant le degré commun des fonctions pP et pQ 
augmenté d’une unité. Divisant ces deux équations l’une 
par l’autre, il viendra 

P dx+Qdy dV 

• Px+Qr “HT 

du 

Or est une différentielle exacte. Donc le premier 
membre en est également une. 

403. Dans l’exemple du n 6 400, l’équation proposée 

(x—2y)dx+ydy—Q 

• r. • »* 

deviendra- intégrable, d après ce qui précède, en la mul- 

' ’ 1 

tipliant par ;, qui revient à — — — En effet, 


l’équation 


(x— 2y)ar-nr’ 


(x~r) 
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peut s’écrire 


• (f ~i»y)dx+ydy _ Q 

(*— JY 



dx — dy dx 

, . « ■ + T 

*W x—y x—y 


x{dx — dy) 
{x—y)' 


( comme on peut le vérifier en réduisant tous les termes 
au même dénominateur), ou bien 


dAx-y»d(£-)=0. 

d’où l’on déduit immédiatement l’intégrale trouvée <?i- 
dessus. , " 


Équations du premier ordre dans lesquelles se trouvent la 
seconde puissance ou les puissances supérieures du coef- 
ficient différentiel. 


Lorsque l’équation différentielle contient les 
puissances supérieures du coefficient différentiel on 

peut la concevoir 1 résolue algébriquement par rapport 
à ce coefficient considéré comme l’inconnue. Si l’on 
égale ensuite, à zéro les facteurs correspondants à cha- 
cune des racines, on aura autant d’équations différen- 
ce sera 


plus qu’ap premier 


ci y 

tiellcs dans lesquelles^— 


degré, et dont on pourra preçdre les intégrales -qui se- 
font complétées chacune par une constante arbitraire. 
Le produit de ces diverses intégralès donnera l’intégrale 
générale de l’équation proposée. D’ailleurs , on ne di- 
minue point la généralité de cette intégrale en admet- 
tant que ce soit la même constante arbitraire, "qui entre- 

• « » 


* 


Ù 
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clans tous ces facteurs. D oà Ton veit.qufe toute équation 
différentielle du premier ordre, dans laquelle entre la 

, . dy 

puissance n du coclBcient différentiel^., a pour inté- 
grale une équation primitive , oùfci constante arbitraire 
est élevée à la puissance n. 

On a donné, n" 382, un exempte d’une équation de 
cette espèce. 

405. Souvent la résolution algébrique de l’équation 
proposée n’est pas possible , et par conséquent le pro- 
cédé qui vient d’étrè indiqué, ne peut être' appliqué. On 
parvient quelquefois à intégrer une équation du genre 
de celles dont il s’agit en la mettant d’abord sous la 
forint; 

' > T . . 

dy ' * ; 

L désignant une fonction de x et de , que nous dé- 

1, v , f4r 'i 

sigq^rwas pour abréger par Si cusuite l’on différencie, 
y viendra 


v /_ 

y =Z c*Wdî’, 


li i 


éqüatioo différentielle du premier ordre entre y et x. Si' 
elle peut être intégrée, on obtiendra une équation 
entre r' et x avec une constante arbitraire ; et en élimi- 
nant ensuite^ eptre cette équation et la proposée, on 
obtiendra l’intégrale cherchée. 

’.ïjrtr « - *• * 

40G. La méthode dont il*s’agit s’applique à léga- 


tion 


dy 


*• ' yi=Mx+N, "• 

M et N désignant clés fonctions quelconques de ^ ou 
y. En effet, cette ^jiiation donne 
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*. , ,, tjr . djtf , ,, dN , 

qui peut s’écrire ( puisque dy=.ydx) s*, 1 ‘ ’ t 

{N—y)dx+x ~ dÿ+ ~-dy=0, 

•'*. '■ j ay uy .v 

et rentre dans la l'orme de l'équation considérée n° 385 
et 391. Le premier membre deviendra donc intégrable 

p Ml 

eü multipliant par le facteur e J *-?, et son intégrale 


sera 


LfJüL f r rji. ^ 
x + e J - r'.j f- f— ; .V -*+A = 0 , 


-y 

M . * 

A étant la constante arbitraire. Il restera à gliminer y 
entre cette équation et la proppsée ^ 

407. Le caa Où M— y , en sorte que l’équation pro- 
posée est 

a ét remarqué. On a alors en différenciant 

a (' r+ ^)^ =0 ’ 

. • • > 
équation à laquelle on peut également satisfaire èn po- 
sant > 

c/N . • . 

-r+ — =,0 , et dy'= 0. 

d y „ 

; i <fN . .. 

L équation x+ ~^y~° donnera une valeur de’^' qui, 

étant substituée dans la proposée, conduira à une équa- 
tion primitive : mais cette équation netontenant pas de 
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constante arbitraire sera une solution particulière, con_ 

. formément à ce qui a été dit n° 379. L’équation dy— 0 
donne en l’intégrant 
*• v — A 

A étant la constante arbitraire : cette valeur mise dans 
la proposée à la place Ae j donnera l’intégjople générale 
cherchée. Cette intégrale estl’équation d’une ligne droite 
dont la valeur attribuée à la constante A détermine l’in- 
clinaison sur l’axe des x. 

Solutions particulières des équations différentielles du pre- 
. mier ordre à deux variables. 

408.' On a remarqué n° 379, qu’il existait quelque- 
fois des équations primitives qui satisfont à une équa- 
tion différentielle, et qui néanmoins ne sont point com- 
prises dans son intégrale générale. Les équations dont 
il s’agit, appelées solutions particulières , se distinguent 
principalement en ce qu’elles ne contiennent pas la con- 
stante arbitraire dont la présence est le caractère essen- 
• tiel de l’intégrale générale. 

Soit 

F (x,y,a)^0 (1) 

l’integrale générale de l’équation différentielle 

1 )=° < 2 » 

B 

Cette dernière équation sera le résultat de l’élimination 
de la cQnstante a entre l’équation (1) et sa différentielle 
immédiate, qui est 

♦ dF dF dr 

- — 4. — — =0 • 

dx dy dx ’ 
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et conformément à ce qui .v®té exposé dans les n°* 376 
et suivants „ nous regardons les équations (1) et (2) 
comme appartenant au sytème d’une infinité de lignés 
courbes qui difièrent seulement les unes des autres par 
les diverses valeurs que l’on peut attribuer à la con- 
stante a. 

Cela posé, admettons que l’on ait donnédans l'équa- 
tion (1) I la constante a une valeur déterminée, et coh- 
sidérons la courbe correspondante b cette valeur. Si, à 
partir de la valeur dont il s’agit, a augmente de la quan- 
tité in finim ent, petite da, l’équation (1) deviendra 
*1 

F4- ^ da—O . 
da 

Cette, dernière équation appartiendra à une seconde 
courbe infiniment voisine de la première ; et les valeurs 
de x,j qui satisferont simultanément aux deux équa- 
tions 


et 


F=0, 

ou si l’on veut aux deux équations 
F=0, 


dF , 

F+ — da= 0 , 
da 


et 


dF 

da~°’ 


appartiendront au point d’intersectkm de ces deux 
courbes. 

* 

,4.09. Admettons maintenant que l’on élimine la con- 
stante a entre les deux équations 


F=0, 


et 


dF 

da 


Le résultat de cette élimination sera une équation pçi- 
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mitive entre xety appartenant à la ligne qni est le lieu 
des points d’intersection de toutes les courbes comprises 
dans l’intégrale générale, et qui correspondent aux di- 
verses valeurs de la constante a. Cette ligne est évidem- 
ment touchée par toutes, les courbes dont il s’agit, et elle 
en forme l’enveloppe. L’équation obtenue de cette ma- 
nière, et qui ne contient pas de constante arbitraire, est 

la solution particulière de l'équation f(^x,y, = 0‘, 

dy 

à laquelle elle doit satisfaire, puisque la valeur de ^ 

dans l’un quelconque des points de l’enveloppe est com- 
mune à cette enveloppe et à la courbe comprise dans l’in- 
tégrale générale qui la touche en ce point. 

Il faut remarquer d’ailleurs, que les courbes représen- 
tées par unè équation différentielle et par sou intégrale 
générale, c’est-à-dire les courbes correspondantes aux 
intégrales particulières, n’ont pas toujours une enve- 
loppe ; ou qu’il n’arrive pas toujours que ces courbes 
sont tangentes à une certaine ligne d’une nature diffé- 
rente de la leur. Alors la solution particulière n’existe 
pas. On reconnaît qu’il n’existe pasde solution particu- 

lière lorsque l’équation j^=0ne peut donner pour la 

constante a une valeur exprimée én xy j ou plus exac- 
tement lorsqu'on ne peut déduire des équations F=0 et 
dF 

^=0, par Féliminationde a, une équation entre xely 

qui ne rentre pas dans l’intégrale générale et n’eu soit pas 
un cas particulier. 

• 410. Il est facile de reconnaître directement que la 
recherche de la solution particulière, c’est-à-dire d’une 
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équation qui,ne contenant pas la constante a, satisfait 
à l'équation différentielle (2), doit s’opérer par l’élimï- 

nation de a entre l’équation (1) et l'équation ~r z=ft. En 
• a . 
effet, tout se réduit, pour trouver l’équation dont il 

s’agit^ à mettre à la place de a, dans l’équation (1) 4 une 
fonction de x,y convenablement déterminée. Or, su po- 
sons que cette substitution ait été faite, et regardons a 
comme une fonction de x,jr. L'équation différentielle 
déduite immédiatement de l’équatiçn (1) sera al&s # 
dF dF dy dF da ‘ * 

dx dy dx da dx -7* $ 

Mail l’équation (2) résulte par l'hypothèse de l’éliminatidfi 

de a , supposée constante, entre l’équation (O et sdn 

» ' ' \ d F dF k y 

équation différentielle , qui est alors c fj c +— ~j~_— 0 

Donc il suffit, pour obtenir le même résultat, a étant sup- 
posée variable et fonction de x,y, de déterminer cette 
fonction a par la condition de faire disparaître le terme 
dF da \ > 

Ha~dx' Car ^ eS ^ eux équations entre lescjuellés l’élimi- 
nation s’opérera étant les mêmes dans les "Vieux cas , Iné- 
quation (2) qui en résultera sera aussi la même. On 

faire disparaître ce ternie en posdllt ^=0, ?e qui donâe 

, , jf 

a égalé a une constante quelconque et' répond au cas de 

, / V* dF " l 

l’intégrale générale ; ou en posant ^ = 0 , ce giri <dniÿ 

nera pour a une fonction de x,jr, qui étant substituée 
dans l’équation (1) ou F=0, conduira àtune équation 
primitive sans constante arbitraire, et satisfaisant à l’é— 
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quation différentielle, qui sera par conséquent la solution 

particulière demandée. c' . 

411. D après ce qui précède, on peut obtenir la so 
lution particulière quand on cbnnaîU l’intégrale géné- 
rale. Cette solution particulière peut être aussi déduite 
de l équation différentielle. Considérons l’une des courbes 
comprîmes dans l’intégrale générale et correspondante à 

une valeur a de la constante. Cette courbe sera à la fois 

J» <• . ■ c 

coupée.et touchée par la courbe contiguë correspondante 

à la valeur a-\-da, dans un des points de l’enveloppe 
dont là solution particulière^ est l’équation. Or, cette 
même courbe correspondante à la valeur a de la constante 
n’est plus touchée, mais est coupée par les autres courbes 
correspondantes aux valeurs de la constante qui diffè- 
rent de à d’uné quantité finie. Il suit de là que l’équa- 
lÎQn différentielle 




=o ' 


r J 1 L ' , dy 

étant ré^olueqjar rapport à^— , donnera généralement 

0 V . . m 

deux ou plusieurs videurs differentes pour ce coefficient 

différentiel , toi; on attribue à x et y des valeurs quelcon- 
ques. Mais si l’on Attribue à x et y les valeurs qui ap- 
partiennentaux points de f enveloppe, ou à la solution 
p^Æculière qui représente cette enveloppe , il y aura 

* Vj» • v dy * - 

au moins deux des 'valeurs de ^ qui deviendront éga- 
les entre elles. Ainsi la solution particulière doit offrir 
ce double caractère ; 1° De satisfaire à l’équation diffé- 
rentielle proposée f * 

f(*,y,f)= 0 , 
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v r 

< • * f - dy\ 

en écrivant pour abréger y au lieu de — J ; 2" 1 

dre égalés au moins deux des valeurs de ÿ qui satisfont 
à eetle équation. Or, l’existence de dieux ôu plusieurs 
valeurs égales d$. y données par l’équation précédente 
est exprimée par la» condition , . 

df *• . _ * 

— =0 : 

dÿ . * 

d’où l’on conclut qu’en éliminant y' entre les’ deux équa- 
tions < - 

». et |p=0, % 

on obtiendra, si elles existent, les soignions paiticujières 
demandées. 

412. On trouvera encore lt solution particulière cttlà 
manière suivante. Supposons que l’équation dillér^i- 
tielle proposée /"(.yy y) =0 ayant été résoh^par rap- 
port ày, on lui ait donné la forme suiyante 

y+v^o, ** 

Y étant une fonction de x,y. Puisque les courbeS qui 
sont représentées par les intégrales particulières sq. cou- 
pent en général, et se touchent en même temps qu’elles 
se coupent seuleAent dans les points qui appartiennent 
à l’enveloppe, on voit que la foqatÉÉm- — Y qui donne la 
valeur de y' doit représenter geE^Rmment au ipoins 
deux valeurs différentes pour Cette quantité ; mais que 
si bon attribue à x etj* les valeurs qui appartiennent à 
l'enveloppe, les deux valeurs de cette même fonction -*-V 
deviendront égales entré elles. D’après cela nous pou- 
vons nous repr&enter — V comme l’ordonnée verticale 
d’une "Surface dotd les abscisses horizontales seraient x 


De rem- 

«k,'. 


— 6o — * 


ely, et cette surface doit avoir une figure telleque 
l’ordonnée verticale la coupant en général au moins dans 
deux points , elle la rencontre en un seul point, lorsque 
les abscisses x et y appartienenl à la solution particulière. 
Il en résulte que la surface dont il s’agitdoit être touchée 
par le cylindre vertical qui aurait pour base l’enveloppe, 
ou la courbe représentée par la solution particulière; et 
il est aisé d’en conclure que , pour les valeurs x et y 
qui appartiennent à cette solution , on doit avoir à la 
fois 


— = 

. ' , dx 

et par conséquent 
dy_ 

dx 


1 

Ô’ 


£V_ 1 

dy 0’ 


i ■*- dy_ _ i 

* * - 

E’ftcpressiOn de ces conditions donnera donc la solution 
particùllWé s’il en existélfce. 

413. On peut jemârqq^ri’ailleurs, qu’en différenciant 
* l’feuation pr^êhée ^ v 

.,/* afay 

* . £*£**&&-*■ 

“ -jfo 

Majg le coefficient di* derûier^terme étant nul, d’après 
^e n° précédent, -pour lX valeurs de x,y qui appartien- 
nent^ Jÿ.solution 4 particulière , ce terme disparaît, d’où 
il^yÜt la- valtjgp • du coefficient du second ordre 

-== demeure indéterminée; et il an sera de même 
dx d&. ~ ~ 

des TjÉlHicientS' de tous les ordres supérieurs. Cette cir- 

* 4 - 
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constance résulte de ce que chacun, des points de l’enve- 
loppe appartient à trois courbes différentes qui on t entre 
elles un contact du premier ordre , et pour lesquelles le 

Il dy 

coefficient du premier ordre a une valeur commune ; 

savoir les deux courbes données par les intégrales par- 
ticulières qui répondent aux valeurs a+da de la con- 
stante arbitraire, et l’enveloppe elle-même qui est éga- 
lement comprise dans l’équation différentielle. Mais les 
valeursdes coefficients différentiels des ordres supérieurs 
sont généralement différentes pour ces diverses courbes; 
et comme les équations dont ces coefficients dépendent 
ne pourraient donner qu’une seule valeur, l’analyse ré- 
sout cette difficulté en laissant cette valeur indéterminée. 
Ayant ainsi déduit de 1 équation différentielle proposée 

l’expression de — ( fp< èt égalant séparément à zéro 

le numérateur et le dénomina teur de cette expression, on 
aura deux équations contenant jr 1 qui doivent subsister en 
même temps que la proposée pour les valeurs de 
appartiennent à la solution particulière. Si l’on élimine 
j-'. entre chacune de ces équations et la proposée, et si les 
résultats de cette élimination ont un facteur commun , 
ce facteur sera la solution particulière cherché?. Si ces 
résultats ne peuvent subsister ensemble , on en conclura 
qu’il n’existe pas de solution particulière.. 

4-li. Si l’on applique ce qui précède à 1 équation diffé- 
rentielle 

idfchfàw ■» ■ 

considérée n° 380, et qui a pour intégrale générale 


-v 
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'» y — ax — b=o , 

» 

a étaBtla constante arbitraire, on trouvera pour la so- 
lation particulière le système «les valeurs Xs=0, J— b qui 
appartiennent au point d’intersection commun de toutes 
les droites représentées par l’intégrale générale. 

4Î5- Mais si l’on traite de la meme manière l’équa- 


tion 


dy 

i — — il — — 0 , 

dx 


considérée n“ 381, qui a pour intégrale générale 

* » • î 

. ' * y—ax—x'+b=±0 , 

% 

b étant la constante arbitraire, on ne trouvera aucun ré- 
sultat. En effet il ne peut y avoir ici de solution particu- 
lière, puisque les courbes représentées par ces équations 
n*ont pas d’enveloppe. 11 en est de même à l’égard de l’é 
quation du.n' 1 382. 

41C. Considérons l’équation 

■ .* 

. yd^ax+b , . 

• * ^ K\, 

qui appartient à une ligne droite dont la position est dé- 
terminée par les valeurs -dos constantes a et>b. La dis- 
tance de cette ligue à l’origine des coordonnées a. pour 

b *. ? , \ • 

valeur — ■■■ jÿir conséquent, si 1 on élimine b entre 

a’+W 

l’équation précédente et l’éqUation 

ft k - • b *** * ' 

ÿ^Ti =r ’ • * 

{dam laquelle /• désigne une constante), l’équation résul- 

j tante * , v «, 

> • l* 


A 
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y—ax+rl/ a’4-1 , 

*** '*■ frf!' 

appartiendra à toutes les lignes droites qui touchent le 
cercle dont le rayon est r, et dont le centre est à l’origine 
des coordonnées. 

Si l’on différencie celte équation, et si l’on élimine la 
constante a au moyen de l’équation différentielle, il 

viendra en écrivant ÿ au lieu dè ^ , 

. y=xy+rVy'+t: 

On conclura de tout ce qui a été exposé précédemment 
que cette équation différentielle a pour intégrale l'équa- 
tion primitive 4 " 41 

y=ax+r\^ a’+i , 

dans laquelle a est la constante arbitraire, et qui repré- 
sente, aussi bien que l’équation différentielle, le sys- 
tème de toutes les lignes droites tracées à la distance r 
de l’origine des coordonnées , et de plus quelle a pour 
solution particulière l’équation 


x'+y—r\ 


V 

ï 


qui appartient au cercle touché par toutes ces lignes 
droites , et qui est le lieu de leurs intersections. 


En effet , si l’équation différentielle 
y=xy+rVy'+\ 


9r 




était proposée, on remarquerait en premier lieu quelle 
tombe dans le casdun 0 407. On trouve immédiatement, 
d’après ce qui a été dit dans ce numéro, jr=ax+r J/a’+l 

pour l’intégrale générale. De plus le facteur x -f-^de- 

dy 
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vient ici x + — — . En l’éçalant à zéro on en déduit la 

K?+ï 

x 

valeur r'= , et cette valeur étant substi- 

tuée dans l’équation, dilïéreutiellc proposée , donne 
y— (/ r — a? qui est la solution particulière. 

Si , conformément au n° 409, on veut déduire la solu- 
tion particulière de l’intégrale générale 


y=ax+rl / ' «'+ 1 , 

il faudra éliminer a entre cette équation et sa deriv«? 
prise par rapport à a, qui est 


0=x+ — . 

Va‘+i 

Le résultat de cette élimination est évidemment le même 
qui vient d’être obtenu. 

Si, d’après le n° 411, on veut déduire la solution par- 
ticulière de l’équation diflérenlielle, on devra éliminer 
y 1 entre les deux équations 

y—xÿ—rV /*-t;t=0 et jH — — =0 . 

Kr"+i • 

ce quj donne encore le même résultat. 

• D’après le principe énoncé n° 413, il faudrait différen- 
cier l’équation proposée 


y—xy—tV /*+l==0 

pour en déduire la valeur de y" , ce qui donne 

*/'+-^==o. 
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Cette équation, dans le cas particulier que nous consi- 
dérons , ne donne pas une expression générale de y" en 
x,y et y, parce que la valeur de y" est toujours nulle 
pour les intégrales particulières , qui représentent ici 
des lignes droites. Mais elle se décompose dans les deux 
facteurs 


/—O 


et 


x+- 


= 0 , 


KP+ï 

dont l’un appartient à l’intégrale générale et l’autre à la 
solution particulière. 

Enfin si, conformément au n° 412, on résout l’équa- 
tion différentielle proposée par rapport à y pour la met- 
tre sous la forme on trouvera 

«#-' 

y, xr±ryx'+y-r' Q 

On voit que cette équation donne en général poury 
deux valeurs différentes , appartenant aux deux tangen- 
tes au cercle qui se croisent dans le point déterminé par 
les valeurs attribuées à x Gty. Mais ces valeurs de y' 
deviendront égales si le radical de l'équation précé- 
dente est nul , c’est-à-dire si x et y satisfont à l’équa- 
tion 

x'+y'—r'=0, 

qui donne par conséquent la solution particulière. La 
condition qui rend égales les deux valeurs de y est ici 
évidente : on peut vérifier que cette même condition 

résulterait également de la supposition de~=^ou 
dy' 1 ' ~ 

dy -0* ' mi >■■■ . . 


2' ANNÉB. 
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417. L’équation différentielle que l’on vient de consi- 
dérer est un cas particulier de l’équation 

j'=jry+N 

du n° 407, dans laquelle N est une fonction quelconque 
dey. 11 est clair par ce qui précède que l’intégrale gé- 
nérale de cette équation appartient à un système de li- 
gnes droites dont les équations se déduisent de la propo- 
sée , en y remplaçant y par une constante arbitraire. 
De plus toutes ces lignes droites touchent la courbe , 
dont on obtient l’équation en éliminant y entre les deux 
équations suivantes 

dû 

9. y—xÿ+H , et x+—=0. 

418. Quant à l’équation générale 

t 

y- M-r+N , 


considérée n° 406, dans laquelle M et N sont des fonc- 
tions de y 1 seule, l’intégrale générale a été donnée dans 
ce numéro. La solution particulière , c’est-à-dire l’équa- 
tion de la courbe touchée par toutes les courhes corres- 
pondantes aux intégrales particulières , s’obtiendra en 
éliminant y 1 entre les équations 

J — — 

^=Mjr+N et e M— ^=0, 


dont la dernière revient à 


f 


dM 

m - y 


i 

6 ' 


419. Il est quelquefois utile de savoir tracer un sys- 
tème de courbes d’une espèce donnée d’après la condi- 
tion qu’elles soient toutes tangentes à une autre courbe 


r 


* 
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également donnée. Ce problème revient à déterminer 
une équation primitive, dont on donne la forme géné- 
rale, de manière que son équation dérivée ait pour so- 
lution particulière une équation déterminée. Soit géné- 
ralement 

F(.r,y, «> b, etc.) =0, 

une équation dans laquelle a, b, etc., sont des constan- 
tes. On demande que le système des courbes qui pour- 
raient être données par celte équation en faisant varier 
les constantes , louche ou ait pour enveloppe la courbe 
représentée par l’équation 

,r)=o. 

Dillérentiant les deux équations proposées on trouve 

c 1l — n d * d *' d y 

dx dy dx ’ ’di + dydx~°'' 

r dy 

et en éliminant Rentre ces deux équations, l’équation 
résultante, qui est 

dF d<î> dF d l> 

dx dy dy dx ^ ’ 

exprime la condition que les courbes représentées par 
les équations proposées aient un contact du premier 
ordre. Si 1 on élimine donc x et y entre les trois équa- 
tions 

F( W ,è,etc.)=0 , *( x #)=0 , ^ ~ - =0 

dx dy dy dx ’ 

le résultat, qui sera une équation entre les constantes 
a, b, etc., exprimera la relation qui doit subsister entre 
a et les autres constantes pour que la condition dont il 
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s’agit soit satisfaite. Si l’on résout donc cette dernière 
équation par rapporta l’une des autres constantes, telle 
que b, et que l’on mette sa valeur dans l’équation pro- 
posée 

F [x, y, a, b, etc.)=0 , 

le résultat de cette élimination aura la propriété de- 
mandée. 

420. Soit donnée, par exemple, l’équation 
y+ax+b= 0, 

appartenant à une parabole dont le grand axe coïncide 
avec l’axe des x ; et l’équation 

x'+y— r*=0 , 

appartenant à un cercle dont le centre est à l’origine des 
coordonnées et dont r représente le rayon. On demande 
de déterminer les paraboles représentées parla première 
équation, de manière qu’elles soient toutes tangentes à 
ce cercle. Différentiant les équations précédentes , on a 

fy-y+a—O , d’o.ù 2x — a=0, 

2x+2xr'=0, - . . 

Eliminant x et y entre les trois équations 

- « • * 

y+ax+b= 0 , x'+y — r’=0 , 2a: — < 2=0 ; 

on trouve la relation 

r*+~+b~ 0, d’où b= — 2 r *. 

♦ .4 

Cette valeur étant substituée dans l’équation 
y+ax+b— 0, la change en 

. y+ax— j — ^=0 , 

qni aura la propriété demandée. J 
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En effet, si l’on applique à cette équation la règle du 
n° 404, pour obtenir la solution particulière de l’équa- 
tion dérivée dont elle serait l’intégrale, on devra élimi- 
ner la constante arbitraire a entre les deux équations 


y'+ax—- r’=0. 


et 


2 JT — a= 0 ; 

ce qui donnera pour cette solution particulière 
y'+x' — r*=0. 

La dérivée de l’équation 


a 


y'+ax— r*= 0, 

4* 

se trouve d’ailleurs en différentiant par rapport à x , ce 
qui donne 

2yy'+a — 0 ; -, 

puis en éliminant la constante a entre celte équation et 
la différentielle. On obtient ainsi l’équation dérivée 

y—1xyy—y'y"—r>=zQ , 

à laquelle on peut appliquer les règles des n°’ 411 et 
suivants. Si, par exemple, on la résout par rapport à y, 
il vient 

— x±y y' +x ' — r' 


y* 


y 


L’équation qui exprimera l’égalité des deux valeurs dey, 
c’est-à-dire la solution particulière, est donc 
y'+x'— r'=0. 

42 1 . Considérons encore l’équation 

è r 


c=xtang.0 —x 


2V’eos.‘v 
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qui appartient à la trajectoire d’un projectile lancé dans 
le vide. En faisant varier l’angle de projection 6 , on 
obtient diverses courbes ayant une enveloppe dontl’équa- 
tion se trouvera, conformément au n° 409, en différen- 
tiant par rapport à 9, ce qui donne 

°=1— tang- 9 i 

puis en éliminant S entre cette dernière équation et la 
précédente. On trouvera ainsi pour l’équation cherchée 

La courbe tangente à toutes les trajectoires est donc une 
parabole dont l’axe est vertical , et dont le sommet est à 
V* 

la hauteur— au-dessus de l’origine. 

2g ° 

XXXIII. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A DEUX VARIABLES 
DU SECOND ORDRE ET DES ORDRES SUPÉRIEURS. 

422. Une équation différentielle du second ordre a gé- 
néralement la forme 

/(-£■£)-»' • ; ' 

x est la variable indépendante , y une autre variable 
dont la valeur dépend de celle de x au moyen de la re- 
lation établie par cette équation. 

On peut faire sur l’équation dont il s’agit, des remar- 
ques analogues à celles qui ont été faites dans le n" 376. 
Considérons x comme l’abscisse et y comme l’ordonnée 
d’une courbe. Si l’on voulait construire la courbe à la- 
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quelle appartient l'équation précédente, on la suppose- 

\(Ty 

rait résolue par rapport à^; , dont la valeur se trou- 

vera donnée en fonction de xy et On fixerait en- 

suite arbitrairement les valeurs de x ety, c’est-à-dire, 
un point quelconque par lequel on voudra faire passer 
la courbe. On fixeraitde plus arbitrairement la valeurde 
dy f 

^ , c’est-à-dire l’inclinaison que la courbe devra avoir en 

ce point. L’équation proposée donnera alors une va- 

leur déterminée pour au moyen de laquelle le 

tracé de la courbe dont il s’agit pourra être effectué . 
En effet , faisant varier x d’une quantité très-petite bx, 
on obtiendra approximativement les valeurs des coor- 
données d’après le tableau suivant : 


Àb*cisses. 

X 

x+Ax 


Ordonnée* correspondante?. 

y 

dy 


dy / dy d'y \ 

x+ax+Ax y+-^- Sx+ + d^ XX )^' r ' 

On pourra donc construire la courbe avec une exactitude 
d’autant plus grande que les variations \x seront prises 
plus petites. Ainsi , l’équation proposée exprime une 
propriété commune à une infinité de courbes que 
nous concevons tracées sur un plan. Elle détermine la 
figure de ces courbes lorsqu’on s’est donné un point par 
lequel elles doivent passer , et la direction de la tan- 
gente en ce point. Cette équation doit être regardée 
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comme ayant une signification plus étendue que l’équa- 
tion du premier ordre, puisqu’il ne suffit plus ici pour 
déterminer la courbe de se donner un de ses points ; 
il faut encore se donner la direction de la tangente en 
ce point. 

On voit d’ailleurs , que le choix entre l’une quelcon- 
que des courbes qui peuvent être représentées par l’é- 
quation proposée dépend ici de deux quantités arbitrai- 

. . t dy * * 

res dont l’une déterminerait y, et l’autre , quand on 

se serait donné x. 

423. L’intégrale générale de l’équation du second or- 
dre proposée devant offrir la même généralité que cette 
équation , devra évidemment contenir deux constantes 
arbitraires. De plus cette intégrale devra satisfaire à l’é- 
quation différentielle proposée. Ces conditions suffisent 
pour que l’intégrale et sa différentielle représentent 
toutes deux le même système de courbes. 

424. Considérons en général une équation primitive 

F (x,y,a,b )= 0 

* , 

dans laquelle a et b sont deux constantes et où nous 
regardons y comme une fonction de x. On pourra par- 
venir à son équation dérivée du second ordre de plusieurs 
manières différentes : 1° en différenciant deux fois de 
suite par rapport «à x , puis éliminant entre cette équa- 
tion et ses deux* différentielles les constantes a et b ; 
2° en difFérentiant une fois, puis éliminant successi- 
vement a et b entre l’équation primitive et son équation 
différentielledu premier ordre. On obtiendrait ainsi deux 
équations différentielles du premier ordre différentes 


A. 
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l’une de L’autre , dont chacune ne contiendrait qu’une 
constante arbitraire. Si l’on différentie ensuite chacune 
de ces équations , et si l’on élimine la constante qu’elle 
contient au moyen de la différentielle que l’on aura ob- 
tenue , elles conduiront toutes deux à la même équation 
du second ordre, qui ne différera point de celles que 
l’on aura trouvée par le premier procédé. 

En effet, l’équation primitive F (x, y, a, b, ) =0 doit 
être considérée comme représentant un double système 
de Courbes ; savoir les courbes que l’on trouverait en fai- 
sant varier a,b demeurant constante , et les courbes que 
l’on trouverait en faisant varier b, a demeurant con- 
stante. Chacune des équations dérivées du premier or- 
dre dans laquelle une des constantes a disparu , répond 
séparément à l’un de ces systèmes. Quanta l’équation 
unique du second ordre, où aucune des deux constantes 
ne se trouve , elle appartient également aux deux sys- 
tèmes de courbes, et exprime une propriété qui leur est 
commune. 9 

425. Soit par exemple l’équation primitive 

y''+ay+bx=0 ( 1 )’ 

qui appartient à une parabole ayant son axe parallèle à 
l’axe des x , et passant par l’origine des coordonnées. 

En faisant varier a, b demeurant constante , on chan- 
gera à la lois la position du grand axe et le paramètre , 
et en faisant varier b, a demeurant la constante, on 
changera seulement le paramètre. L’équation différen- 
tielle du premier ordre est ^en écrivant pour abréger^’ 

et^y"au lieu de ^ et 
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2yy'+ay+b=0;. . (2) 

et en éliminant successivement a et b entre cette équa- 
tion et l’équation primitive , on obtient les deux équa- 
tions du premier ordre , • ( ■ 

j 

yy+b[y—Jry')z=0. . (3) 

y'—2xyy' +a [y—xy ') = 0 (4) 

qui appartiennent respectivement aux deux systèmes de 
paraboles dont on vient de parler. 

En diflerentiant l’équation (3) on a 
2yy"+y'y"-bx/'=0; 

et en éliminant b entre cette équation et l’équation (3), 
il vient pour l’équation du second ordre 

yy"+%ry‘— 2xy r, ~o . (5) 

En dillérentiant l’équation (k), on a 

• . 2y''+2yy"+a.y=0 ; 

et en éliminant a entre cette équation et l'équation (4) , 
on retrouve l’équation du second ordre (5). 

L’équation primitive et ses deux différentielles sont 

y‘+ay+bx= 0 , 
tyy'+ay'+b—Q , 

2y n +2yy'+ay'=0. 

Et en éliminant à la fois a et b entre ces trois équations, 
on retrouve également l’équation du second ordre (5). 
Cette équation, dans laquelle les deux constantes a et b 
ont disparu , exprime une relation qui subsiste pour 
l’une quelconque des courbes paraboliques que peut re- 
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présenter l’équation (1), quand on y donne à ces constan- 
tes toutes les valeurs possibles. . 

Les équations (3) et (4) , contenant chacune une con- 
stante arbitraire, sont les deux intégrales du premier 
ordre, ou intégrales premières de l’équation (5). L'é- 
quation (t) contenant deux constantes arbitraires est ' . 

l’intégrale seconde de cette même équation. Si l’on éli- 
mine Rentre les deux équations (3) et (4), on retrouve 
l’équation (1). 

426. En général, si l’on obtient par un moyen quel- 
conque , deux équations différentielles du premier ordre 
satisfaisant à une équation différentielle du second or- 
dre proposée , et contenant chacune une constante qui 
n’entre pas dans cette dernière équation ; on obtiendra, 

• . • dy r 

par l’élimination de y ou ^ entre les deux équations 

dont il s’agit , une équation primitive contenant deux 
constantes arbitraires , qui satisfera nécessairement à 
l’équation proposée , et en sera l’intégrale générale. 

427. Les notions qui viennent d’étre exposées s’appli- 
quent évidemment aux équations diftérentieUes d’un or- 
dre quelconque. Une équation différentielle de l’ordre « 
a toujours n intégrales de l’ordre immédiatement infé- 
rieur, qui contiennent chacune une constante arbitraire 
differente. Toutes ces constantes doivent se retrouver 
dans l’intégrale générale, si l’on veut que cette équation 
ait la même généralité que l’équation différentielle pro- 
posée. En effet , une équation primitive et ses différen- 
tielles successives jusqu’à l’ordre n donnent n+1, équa- 
tions au moyen desquelles n constantes arbitraires 
peuvent êtres éliminées. Si l’on connaissait les n inté- 
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grales premières de l’équation proposée , on pourrait en 
déduire l’intégrale ;t c , ou l’équation primitive, en élimi- 
nant entre ces n* intégrales les n — 1 coefficients différen- 
tiels . < 7 (n_0 - 

Ces notions paraîtront encore plus évidentes en con- 
sidérant la formule de Taylor, 

** d*y„ 


dy 0 x' d'y, 
y=y a +x — 4- 
ax 


x‘ d'y . 

2 dx' 2.3 dx ’ 2.3.4 dx * 


+ etc., 


qui donne le développement de la fonction^ en série or- 
donnée suivant les puissances entières de la variable x, 
au moyen des valeurs de cette fonction et de ses coeffi- 
cients différentiels qui correspondent àx=0. Soit une 
équation différentielle de l’ordre n, 

( £l ÙL _o 

J v dx ’ dx” dx^ dx- ) ’ 

dont nous supposons ici que dépend la fonction y. On dé- 
duira de cette équation différentielle l’expression de 

d’y _ , dy d'y cPy d*—'y 

^ en fonct.on de x,jr, et par 

suite les expressions des coefficient s différentiels des ordres 

d n y 9 d nJrx y 0 d n ^~ 7 y 0 

plus élevés. Ainsi les valeurs de 

fonction des valeurs de 


en 


/ d n ~'Y 0 

~r~i , .... — ; — — . Si l’on substitue donc ces 
dc*~ ' 


seront connues 

dy„ d'y » 

•*” dx ’ dx' ’ dx* 
valeurs dans l’expression générale de y, on obtiendra 
une relation entre x et y qui sera le développement en 
série infinie de l’intégrale générale de l'équation diffé- 
rentielle proposée; et dans laquelle ces dernières quan- 
tités, qui sont en nombre n, demeureront entièrement 
arbitraires. 
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428. Remarquons de plus que la formule de Taylor 
donne , en y faisant h— — x , 

r 4 d*y 


dy x' d'y 
—r— x-f- + d- 


y*=y- 


dx 2 dx % 


x 5 d 3 y _ x' 

2dJ dx 1 + 2.3.4 SP 


— etc.,* ' 


et que 

si on 

t 9 dy 

l’applique aux fonctions 

rfx” 

d s y 

SP’ 

on aura également 





d )\ _ 

dy _ 


x 3 


X* 

d'y 

dx 

dx 

dx 2 dx' 

— Pü 

dx' 

2.3.4 

dx' ‘ 

d'y* 

*y_ 

d'y . x' d'y 

X 3 

<T + 

x 4 

<r 

dx'~ 

dx' 

dx 1 2 dx i 


dx 5 

2.3.4 

rttx 6 

d’y* _ 

<£y__ 

d'y x' et y 

X 3 


.r 4 

d’y 

dx* 

dx i 

X dx * 2 dx' 

~ ïTïï 

</x c + 

2.3.4 

dx’ 


— etc.. 


— etc.. 


etc. 


Or, l'équation différentielle proposée étant de l'ordre n, 
d n y 

donnera -y- et tous les coefficients différentiels des ordres 
dx" 

, „ . dy d'y d'—'y 

pluseleves en fonction de x,y, — En 

substituant leurs valeurs dans les « premières de ces 
équations, on aura donc, conformément à ce qui a été dit 
ci-dessus, n équations différentielles de l’ordre n — 1 
contenant chacune une constante arbitraire différente 
dy a cTy u d"~'y Q 


y °’dx , 'dï’ 


dx*—’ 
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Intégration des équations différentielles le plus simples du 
second ordre et des ordres supérieurs. 

I , * 

429. Cette intégration ne peut être effectuée que dans 
un petit nombre de cas particuliers. Soit en premier lieu 
l'équation 

£r_ x 

dx‘ ~ x ’ 

X désignantune fonction de a: seule. Multipliant les deux 
membres par le facteur constant dx , et intégrant , il 
viendra 


d.^-=Xdx, 

dx 


Ê-A+yjw». 


Multipliant une seconde fois par dx, et intégrant de nou- 
veau on aura 

dy=Adx+dxfXdx, et y=B+Ax+fdxfXdx, 

pour l’intégrale demandée, dans laquelle A et B sont les 
deux constantes arbitraires, 

En intégrant par partie / dx f X.dx , l’expression pré- 
cédente de^ pourra s’écrire 

. y=B+ Ax+xfXdx — fXxdx. 

Si l’équation proposée était 

d>y _ x 

dx 3 ’ 

on trouverait de la même manière 
A y 

J'=C+BxH — — + Jdxf dx jXdx, 

Z i ' • , 

ou, si l’on veut 

\x’ x' 1 

j>'=C+B-r-f — — l- — f Xdx — x f\xdx+ - f Xx'dx , 
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A,B,C étant les trois constantes arbitraires , et ainsi de 
suite. Il est facile de reconnaître la loi de ces expres- 
sions. 

430. Soit maintenant l'équation 

'£i=p 

dx' ’ 

* \ 

dans laquelle P désigne une fonction du coefficient dif- 

« dy v/’ . » / 

férentiel seulement, que nous désignerons pour abré- 
ger parjy'. Celte équation peut s'écrire 


ft' =P . 

dx : 


et l’on en tire d’abord 


et 




On a de plus 


dy—ÿdx== 


ydy 


et 


r =B+/- 


ydy 


Eliminant y entre ces deux équations , après avoir ef- 
fectué les intégrations indiquées, on aura une équation 
entre x et y, qui sera l’intégrale cherchée , et dans la- 
quelle A et B seront les deux constantes arbitraires. 

On peut remarquer que si la fonction P de l’équation 
précédente contenait x avec y, la recherche se réduirait 
à intégrer l'équation P*£r — df—Q entre les deux va- 
riables x et /; et que si la fonction P contenait y avec/, 
il s’agirait seulement d’intégrer l'équation Pdy—jr'dy'=0 
entre les deux variables y et y . 
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t * * 

d'y „ \ 


\ dx' ~ Q ’ 

Q désignant une fonction du coefficient différentiel du 

d'y _ * ' • 

second ordre — , ou y" seulement, on écrirait de même 
doc 

- 1 > 

d’où 


^'-0- 


, dy" 

dx= -q- , ‘ et 

On aurait ensuite 

dS=y'dx=J-^f., et 


Wf- 

* . «. 


puis 

dy=ydx=Bdx+ d -0^- , ely^G+Bx+f* 

L’élimination de y" entre cette équation et l’équation 

/ d r " 

donnera l’intégrale demandée, A, B, G 

étant les trois constantes arbitraires. 

On continuerait de la même manière pour les équa- 
tions analogues des ordres plus élevés. 

ü32. Soit encore l’équation du second ordre , 

** • _ 

< £Z- y 
dx'~ ’ 


dans laquelle Y désigne une fonction de y seule. Multi- 
pliant par dye t intégrant, il viendra 

dycCy 
dx 1 


r= T *- : 
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d’où l’on tire 


dx= 


dy 


VK+ifYdy 


et X 


= B+ r 


d y 


Vk+2fYdy 


pour l’intégrale demandée, dans laquelle A et B sont les 
deux constantes arbitraires. 

133. Si l'équation proposée était 

P 

dx i ' 

, . dy 

P désignant une fonction de ou ÿ seulement , on re- 

marquerait que cette équation peut s’écrire 


æy 


doc 


?=P. 


et que l’on en tirera comme ci-dessus 


dx s 


dy 


-, et jr=B + / 

> J I 


dy 


J^a+2/p dy 
y'dy 


V \+2f p dy 

Mais l’on a de plus 

- d'.ùr=c+ r- y~ v -~ 

kA+2/Pdy J |/A+2/Prfy 

t . 

En éliminant 7 -' entre ces deux équations , on trouvera 
l’intégrale demandée , contenant les trois constantes ar- 
bitraires A, B, G. 

131. Ce procédé s’étend facilement aux équations des 
ordres plus élevés, dans lesquelles le coefficient différen- 
tiel est donné en fonction seulement du coefficient diffé- 
rentiel de l’ordre inférieur de deux unités. Soit l’équation 


— =Q, 
dx* V ’ 


“2* ANNÉE. 
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Q étant fonction de ou y" seulement. Cette équa- 
tion revient à 


æy 


dx 

d’où l’on, tire comme ci-dessus 

1/ \+‘2fQdy" 
L’on » ensuite 

fdy" 


T =Q, 


,=B + / 


dy" 


dy—y'dx- 


Vk +2fQdy" 


/ - c+ / 


Puis 

dy=ÿdx=üdx+ 


dy 


AH-2 fQdy" 
ÿ'dy" 

y ky-lf^dy"' 

y"dy" 


y=D+Cx 4 - 


yk+*fQdy" f y A+2 fQdy' 

dy r ydy 


9 fi 


^ J y\+'2fQdy" J y k+aj qdy" 

L’élimination de y" entre ces deux équations donnera 
l’intégrale cherchée. On remarquera que quand même 
cette élimination ne pourrait être effectuée , ces équa- 
tions donneraient néanmoins deux valeurs correspon- 
dantes de x et y, en fixant arbitrairement une valeur 
dey'. 

4.35. Soit par exemple l’équation très-simple 

'El -ky 

dx' y ' 

k désignant un nombre positif. L’intégrale sera, d’après 
le n° 432 * 

.r=B+ f - ' y =B+ — . l(yV k + y A+ky'\ , 

J J/A-Hiy Vk \ J 
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d’où l’ondéduit facilement (en changeant deconstantes ) 


Mais si l’on avait 


r = 

<r__, 

dx'~ ky ' 


il viendrait 

X=B + 

J v \—L Y‘ 


d’où l’on tire 


d y t 

= IH* arc sin 

V \ —kf Vk 




y=^/jûn. Vk{ x—B), 


ou, ce qui revient au même (en changeant de constantes), 

"■ , • .. A. ■ - * 

^=Asin.j:|/Â-4-Bcos.jr Vk. 

Ces deux intégrales peuvent évidemment se déduire l’une 
de l’autre , en ayant égard aux relations des exponen- 
tielles imaginaires avec les fonctions trigonométriques. 

Des facteurs propres à rendre intégrable une équation 
différentielle d’un ordre quelconque. 

436. Lorsqu’une équation d’un ordre quelconque a 
été mise sous la forme 


d"y 

dx n 


+f( x y d r d 'y 0 . 

\ ’ ’ dx ’ dx' ’ dx*—' ) 


( ce qui doit toujours être censé possible, puisque , quelle 
que soit l’équation de l’ordre n — 1 dont celle-ci dérive, 
on peut , en mettant seule dans un membre la con- 
stante qu’il s’agit de faire disparaître , obtenir immé- 
diatement par la dilïérentiatiou une équation de l’ordre 
n dans laquelle le coefficient différentiel de l’ordre le plus 
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élevé n’entre qu’à la première puissance) , il existe tou- 
jours une infinité de facteurs tels, que le premier membre 
de cette équation étant multiplié par l’un quelconque 
d’entre eux, deviendra nécessairement une différentielle 

• 1 1 rfy d'y d"—'y 

exacte des quantités variables xy, jj*- ■ • 

Soit, par exemple, l’équation du second ordre 

S’+f(x,y,y')=o, 

où nous écrivons pour abréger y et y" au lieu de 
dx d’y 

— et et représentons par 

F {x,y,y,a)= 0 , 

l’équation du premier ordre dont elle dérive, a étant la 
constante que l’on a fait disparaître. L’équation propo- 
sée sera donc le résultat de l’élimination de a entre l’é- 
quation F=0 et celle qui en dérive immédiatement par 
la différentiation , qui est 

rfF , dF , rfF „ „ 
dï + dy y+ dÿ y = ° 

Donc mettant celle-ci sous La forme 

dF dF , 

dx + dy Y 

y ' + dF = °’ 

w 

et admettant que a y soit remplacé par sa valeur en 
x,y,y, tirée de l’équation F=0, elle sera identique avec 
l’équation proposée ; d’où l’on conclut que l’on a identi- 
quement 

„ dF dF dF dF 
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et comme le second membre est une fonction dérivée com- 
plète, il endoit être de même du premier. Ainsi l’équation 

proposée devient immédiatement intégrable lorsqu’on 

dF 

la multiplie par -j -, , en remplaçant a dans ce facteur 

par sa valeur tirée de l’équation F=0. 

Remarquons de plus qu’en regardant a comme varia- 
ble dans l’équation F=0, elle donne parla diiférentia- 
tion 

dF dF , £F „ 

dF dF , dF „ dF , . , dx + d/ + dy J 

T* + d/ + 7fyS + d « J= °- dou -*- HT— ' 


du 


da 


en écrivant a' au lieu de -j— . On a donc par ce qui pré- 
cède 

dF 

dÿ yt 

[y+f{x,y,y) ] = —a' ; 

~dâ 

ce qui montre qu’en multipliant l’équation proposée par 
dF 
dÿ 

le facteur —, le premier membre devient une differen- 
u F 

da 

tielle exacte dont l’intégrale est — a, la valeur de a étant 
donnée par l’équation F=0. 

D’ailleurs l’équation proposée deviendra également 

une différentielle exacte si on la multiplie par 
dF 

9(a) - dÿ ‘ 

r i— , »(a) désignant une fonction quelconque de a ; 

dF * 

da 

puisqu’elle sera alors identique avec la quantité 
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— ?(a). a'. Représentant par <t>(a)la fonction dont — y (a), a 
est la fonction dérivée , l’intégrale de l’équation propo- 
sée sera donc i> ( a)= const ., ce qui donne a= const. Et 
comme on doit remplacer a par sa valeur tirée de l’é- 
quation F— 0, on voit que l’équation a= const., ne dif- 
fère point de l’équation F=0 dans laquelle a est regar- 
dée comme une constante arbitraire. 

437. On a vu ci-dessus, qu’une équation du second 
ordre avait toujours deux équations primitives ou deux 
intégrales du premier ordre, contenant chacune une con- 
stante arbitraire différente. Il résulte de ce qui précède 
que chacune de ces équations donnerait des facteurs 
différents, également propres à rendre le premier mem- 
bre de cette équation du second ordre une différentielle 
exacte. De plus , tous ces facteurs peuvent être compris 
comme il suit dans une formule générale. Soient 

F (•*,>•,/, «)= 0, et F t {x,y,y', 6)=0, 

les deux équations primitives du premier ordre de l’é- 
quation proposée, a et b étant les deux constantes arbi- 
traires. On aura donc, d’après ce qu’on a vu plus haut, 

dF 

= —a\ 

da 

dF, 

is+Ax^ynÿr^-»- 

db 

Soit maintenant ®{a,b) une fonction quelconque de a, b. 
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Multipliant respectivement les déux équations précé- 
da (ki 

dentes par ^ , et ajoutant , 
fdt> dF d<l> dF,\ 


il viendra 




da dÿ ^ db dy' 


\ 


dF 

da 


dF, 

db 


|=-(M4 


et comme le second membre est la fonction dérivée com- 
plète de — lia, b) , il s’ensuit que l’équation proposée 

d<l> dF d$> dF, 

. , .. da dy' db dy . ■ . 

étant multipliée par le facteur ~ + ~~dF — ’ “ evient 

da db 

une fonction dérivée complète, dont la fonction primi- 
tive est • — 4(a,b)=const. 

Comme on peut prendre une autre fonction quelcon- 
que b), qui conduirait à l’intégrale — H (a,b)const., on 
en conclut a—const. et b=const. pour les deux intégrales 
de l’équation proposée , a et b étant déterminées respec- 
tivement , par les équations F=0 et F,=0. 

Les notions précédentes s’étendent facilement aux 
équations différentielles d un ordre quelconque. 


Intégration des équations linéaires à deux variables d'un 
ordre quelconque. 

i38. On nomme linéaires les équations dans lesquelles 
la fonction y et ses coefficients différentiels n’entrent 
qu’il la première puissance. Elles sont généralement de 
la forme 


d^ dx" . 



+Uy=\,-.. : 
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P,Q ( U,V représentant des fonctions quelconques 

de la variable indépendante x. 

Nous considérerons en premier lieu l’équation 


d’y v _ d"-‘y 

^ ~j (~Q j h 

dx" dx'—‘ dx’~* 


+UjK=0 , 


(i) 


dans laquelle les coefficients P,Q U seraient des 

quantités constantes , c’est-à-dire indépendantes de x 
ety. Il s’agit d’intégrer cette équation , c’est-à-dire de 
trouver une expression de y en fonction de x qui y 
satisfasse , et qui contienne n constantes arbitraires de 
plus que n’en renferme l’équation difïérentielle proposée. 

Si nous supposions y=et ” , nous aurions en général 


d’y 

dx’ 


= p’ et’ -, et en substituant cette valeur dans l’équa- 


tion proposée, il viendrait 


p’+Vp’- +Qp’~ M- +U=0 (3) 

Par conséquent, si l’on prend pour p une des raci- 
nes de l’équation (3) , la valeur y=e<” satisfera à l’é- 
quation (2) ; ce sera une valeur particulière de la 
fonction y. Et comme l’équation (3i aura en gé- 
néral n racines différentes , que nous désignerons par 
p , p",p ",. — pW, nous aurons de cette manière n va- 
leurs particulières de la forme et*, qui toutes satisferont 
à l’équation (2). 

En multipliant chacune de ces valeurs par un coef- 
ficient constant , elles ne cesseront pas de satisfaire à 
l’équation (2). De plus cette équation sera également 
satisfaite par la somme de deux ou d’un plus grand 
nombre des valeurs dont il s’agit. 11 résulte de là qu’au 
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moyen des n valeurs particulières correspondantes aux 
racines p', p",p"' p W, on peut former l’expression 


y=Me r ' x + A" e p " M +M" ..... .+A ( "V ' ", . 


f»). 


qui satisfait à l’équation différentielle proposée , et 
qui , contenant les n constantes arbitraires A', A", 
A'", AW, en est nécessairement l’intégrale géné- 

rale. 

439. Si l’équation (3) avait des racines imaginaires , 
la méthode précédente s’appliquerait également , les 
exponentielles imaginaires pouvant être remplacées par 

des sinus et cosinus d’arcs réels. Soit en effet *4-6 1/ — 1 

et a — 6 \/ — 1 deux racines imaginaires de l’équation 
(3). Les valeurs particulières correspondantes seront 

A'e*i* + ^ 0, 
ou 

e^XA'eC ^- 1 

OU 

e* 1 (A'+A")cos.6.r+(A' — A"}1 / — 1 .sin.Çjr, 


ou, en écrivant B' et B” à la place de A' + A" et 
(A'— A”) |/=t , 

e ax (B'cos. Car + Ji'sin ,6x) , 

B’ et B" représentant de nouvelles constantes arbi- 
traires. 


440. Si l’équation (3) a deux ou plusieurs racines 
égales, la méthode dont il s’agit paraît en défaut. L’in- 
tégrale prend alors une forme particulière que l’on peut 
trouver de la manière suivante. Supposons d’abord que 
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les premières racines p et p" diflèrent très-peu l’une de 
l’autre , en sorte que l’on puisse écrire p"=p'+a, w étant 
une quantité très-petite. La somme des deux Valeurs 
particulières correspondantes sera donc 

MeP’ x ,+ A"eO”-f »'> x =eP' x {A'+A"e « x ) , 

ou en développant l’exponentielle e h,x , 

eP' x ^A'+A"+A"ux+A" •^-+ctc. 

Si maintenant on suppose que m devienne infiniment 
petite , rien n’empêche de prendre les valeurs de A' et 
A" telles que A"w conserve une valeur finie et arbi- 
traire , ce qui suppose A" infiniment grande , et que 
A'+A" conserve également une valeur finie et arbitraire, 
ce qui suppose A' aussi infiniment grande, et de signe con- 
traire à A". Quant aux termes contenant les puissances 
supérieures de w, ils devront être négligés. La somme 
des deux valeurs particulières dont il s’agit deviendra 
donc dans le cas de deux racines égales à p', 

er' x (B'+W'x) , 

B' et B" désignant deux constantes arbitraires. 

Le même raisonnement s’appliquerait au cas où les 
trois racines p',p", p" seraient égales entre elles. Sup- 
posant j p"'= j p'+w, nous aurions donc pour la somme 
des trois valeurs particulières correspondantes 

eP' x (A!+A"x)+A"'e(P , + ,t ) x , 

c’est-à-dire 

ee' x ^A'+A"x+A"'+A"'h'jc+A"' ~+A"' ~ +etc.^. 
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Admettons maintenant que « devienne infiniment pe- 
tite. Nous pourrons néanmoins prendre A', A", A" tel- 

A"'m’ 

les que les quantités A'+A"\ A"+A"'w, — — conservent 

des valeurs finies et arbitraires. Supprimant d’ailleurs 
le terme contenant ' et les termes suivants , il restera 
pour la somme des trois valeurs particulières dont il 
s’agit. 

On procéderait de la même manière dans le cas où il 
y aurait un plus grand nombre de racines égales ; et l’on 
voit qu’en général l’existence d’un nombre r de racines 
égales à p' dans l’équation (2) donne lieu à autant de va- 
leurs particulières dont la somme est exprimée p4fl| 

+BWX'— 1 • ) . 


441. Revenons maintenant à l’équation (1) dans 

laquelle les quantités P,Q U,V sont en général des 

fonctions quelconques de x. On remarquera d’abord 
que si le terme V était nul , c’est -à-dire si l’on avait sim- 
plement 


d'y , d'—'y d'-'y 


— +P 
dx" dx a 


+( *d^> + +ü ' =0 ’- 


(*> 


cette équation aurait, comme l’équation (2), la propriété 
d’être s.atisfaite par la somme de plusieurs valeurs parti- 
culièresmultipliées chacune par une constante, ainsi qu’il 
est aisé de le reconnaître. Il suffirait donc alors de con- 
naître un nombre n de valeurs particulières pour avoiè 
immédiatement l’intégrale générale demandée. 

442- Lorsque le dernier terme V subsiste dans l’é- 

* , . 
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quation (1), elle ne présente plus la même propriété. 
Néanmoins l’intégrale générale peut être obtenue au 
moyen de la méthode suivante lorsqu’on connaît n va- 
leurs particulières qui satisfont à l’équation (4). 

Soient Y', Y", Y'" YM les n valeurs particulières 

dont il s’agit. Nous en formerons l’expression générale 

y— A' Y'+A" Y"+A"'Y''+. +AMYM , 


dans laquelle A', A", A'", AM désignent maintenant 

des fonctions indéterminées de x. En prenant les dif- 
férentielles successives de cette expression , on aura 
d’abord 


Ac dx dx dx 
dx dx dx 


.+AM 


dYM 

dx 


rfAM . 
dx 


YM, 


et nous égalerons la seconde ligne à zéro , en regardant 
les fonctions A', A", A'",..,.. AM comme assujetties à sa- 
tisfaire à cette équation. Il viendra alors 


d'y 


et Y' 


æx" 


,æx" 


~r~, = A' — +À" +A'"-— + 

dx dx dx dx 


,+AM 


<fYM 

~inr 


+ dA/^Y' dSr_dX^ dAM rfYM 

dx dx dx dx dx dx dx dx 


Egalant de même la seconde ligne à zéro , il viendra 


d}y ePY’ d 3 Y" 

z?= A W +A '^ +A 

dh! et Y' d\" æx" 

r+' 


dx dx' ^ dx dx' 


d* Y"’ 
dx 3 *" 

dM" æ Y" 

dx dx' 


,+AM 


d 1 YM 
dx 3 


rfAM d' Y(»> 
dx dx * ’ 


où nous égalerons la seconde ligne à zéro ; et ainsi de 
suite. Nous parviendrons de cette manière à 
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£=Æ a'Æ + vÆ + 

ojt" rfjr" dx* dx’ 


.4-ÀW 


rf*YM 

dx’ 


+ 


dM d— Y' dA" d’— Y" dM" d’-'Y" 
dx dx’—' dx dx’—' dx dx’—' 




dA(’) d’~'YM 
dx dx*—' ’ 


et nous égalerons la seconde ligne à V. 

Cela étant posé , il est visible que les valeurs 
y=Y', y=Y" t y= Y'", j-=YM satisfaisant séparé- 
ment à l’équation (M ) , l’expression générale suivante 

y=A'Y'+A"Y"+A"'Y'"+ +AMYM satisfera également 

à l’équation (1) , pourvu que l’on regarde les fonctions 

A', A", A'", AM comme assujetties à vérifier les n 

équations 

’ <*AW , 

+ n ï,> -»• 


f.r + f ^ 

dx dx dx 
dA^dY dM dY" dAT dY‘" 
dx dx dx dx dx dx 
dA! d' Y' dM' d'Y" dM" d'Y"’ 


dx dx' dx dx‘ 


dx dx' 


dAM dYW 

^ dx dx 

dM,’) <*TM 
dx dx' 


= 0, 

0, 


dMd’-'Y' dM' d—< Y" dA'"d’—Y" 
dx dx’—' dx dx’~ ' dx dx’—' 


dAM d’-'Y(’) 
dx dx’—' ^ 


Or, ces équations étant linéaires donneront toujours 

. . . dM dA" dA"’ dA(’) , 

pour les Jonctions ~dx~ ' “ es va ‘ eurs 

détermi nées que nous repr ésen terons par$' , <J>" , . 

L’expression de l’intégrale générale cherchée sera donc 

y^YXa'+f'dx.-t- )+Y"(a"+f dx.4>")+. . ,+Y<,’)(a(.’)+fdx. *M), 

et contiendra les n constantes arbitraires a', a",.... aM. 
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4A3. Si l’oii ne connaissait qu’un nombre île valeurs par- 
ticulièrcs moindre que le nombre a qui e prime l’ordre 
de l’équation différentielle proposée, la méthode pré- 
cédente ne pourrait pas être appliquée de la même ma- 


nière. Les fonctions 


dA'" 

n étant plus 


cW dA" 
dx ’ dx ‘ 

en assez grand nombre pour que l’on pût poser toutes 
les équations nécessaires pour faire disparaître les se- 
condes lignes des expressions des différentielles 
dy d'y d'y 


dx ’ dx' ’ dx' ’ C ^ C ’ 


on serait obligé de laisser subsister 


dans ces expressions les différentielles supérieures de 
quelques-unes des fonctions indéterminées A', A" , A'", etc. 
La recherche des valeurs de ces fonctions exigerait donc 
l’intégration d’une ou de plusieurs équations différen- 
tielles. Si le nombre des valeurs particulières connues est 
n — 1, l’intégration générale peut toujours être obtenue, 
parce que la détermination des fonctions A', A'', A'",- etc. , 
n’exige alors que l’intégration d’une équation différen- 
tielle linéaire du premier ordre, intégration qui peut 
toujours être efiectuée conformément au n° 387. 


kkk. Dansleeas particulier où les coefficients P,Q,...U 
de l'équation (1) sont des nombres constants, le dernier 
terme V seul étant une fonction de x, les valeurs parti- 
culières Y', Y”, Y'", YM sont connues, conformément 

à ce qu’on a vu n° 4-38, puisqu’elles sont exprimées pai- 
es'*, es" x , es"' 1 ,.... esM*, en désignant par p ,p" ,p" ,...p'^ 
les racines de l’équation (3). La méthode précédente 
donne donc facilement l’expression de l’intégrale cher- 
chée. 
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445. Soit, par exemple, l'équation du second ordre 

Désignant par p et p" les racines de l’équation 
/+1>+Q=0; 

l’expression générale de y sera 

y = k'eP' x + A "eP" x , 

. ' / . 4 r " , 

et les fonctions A' et A" seront assujetties à satisfaire 
aux équations 

d A' , dk" „ 

__ eP x + —~— eP 1 =z 0, 
dx dx 

dh! , , ofA" 

— p 'eP'* + — p"ef" x a=V. 
rt.r rfx r 

I , * 

On en déduit par l’élimination 

dk' V.e-P'* a'+Jdx .Y e—p' x 

dx p—p />—/>' ■> 

dA." \.e~p" x „ , a"+fdx.\e-S'* 

-y— = — ; r - 1 d ou A = “ , 

rf-r />-/ //-//' 

a' et a" étant les deux constantes arbitraires. L’intégrale 
demandée est donc 

_ (a'+/dx.\e-p' x ) eP ' x — (a"+ fdx . V e~p" x ) eP" T 
k ~T, . 

p—p 

446. Si les racines de l’équation p’-f-P p-f-Q=0 étaient 

imaginaires et désignées par a+êl ^ — 1 , on prendrait 
d après le n* 439, pour l’expression générale de y, 

y—A.'e* x cos.ïx + A'V*'.sin.Ca-. 
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Les fonctions A', A" seraient assujetties à satisfaire aux 
équations 

d\! m dA" 

— — e* x cos.ë.r + — — e ïx sin.6.r = 0, 
d x dx ' 

dA! „ c „ dA”, 

-j- (ae‘“cos.5.r — fie ax sin.“jr)+— — (:te' x sm.g.r+6e* x cos.6.r)= V, 


d’où l’on déduit par l’élimination 


Ye—* x sin.ëx 


dA 

dx e 

dA" Ye~ * x cos.g.r 
dx 


et A' = 


a ! — / <£r.Ve-* x sin.6.r 


et A"= 


a!' +Jdx .Y e—* x cos. gx 


S . 6 

L’expression de l’intégrale générale est donc ici 


y= e* x 


[a!—f dx.Y e — ax sin .Sor)cos .6 jr+(a"+ f dx.Ve— xx cos.êx)sin.gx 


6 


447. Si les racines de l’équation ^’-j-Pp+Q— 0 étaient 
égales entre elles, l’expression dey du n° 445, se rédui- 
rait à jj. On en trouverait la véritable valeur endilïé- 

rentiant le numérateur et le dénominateur par rapport à 
p", puis faisant p"—p', ce qui donne 

y— — (Jdx.xYe~p' x )eP' x + (a"+ J dx.Y t e.—p' x )xeP' x . 

Comme les limites inférieures des intégrales demeurent 
arbitraires , on peut rétablir dans le premier terme la 
constante a', et écrire 

y={a! — / dx.xYe~p' x ) eP lx '+(a"+Jdx.Ye— p' x )xeP'*. 
Cette formule, dans le cas où V=0 , se réduit à 
y— (a'+ a'x) eP' x , 

comme cela doit être d'après le n° 424. 
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it8. L’intégration des équations linéaires du second 
ordre, donne immédiatement la loi des températures 
permanentes d’une barre ou d’uu anneau dont la section 
transversale est uniforme et fort petite. 

Concevons une barre cylindrique ou prismatique 
d’une longueur infinie dont une extrémité placée dans 
un foyer de chaleur est maintenue constamment à la tem- 
pérature U. Cette barre est placée dans l’air à la tem- 
pérature 0. La chaleur communiquée par le foyer se 
propage dans la barre, l’échauffe progressivement, et 
se dissipe en partie dans le milieu environnant. Après 
un temps suffisant, il s’établira dans toute l’étendue du 
prisme des températures constantes dont il s’agitde con- 
naître la loi , et qui sont évidemment déterminées par 
cette condition , que chaque partie reçoive du foyer par 
une de ses extrémités , une quantité de chaleur égale à 
celle qu’elle transmet aux parties suivantes et qu’elles 
perdent par leur surface extérieure. 

Les dimensions transversales de la barre étant suppo- 
sées très-petites, on peut regarder comme égales les 
températures de tous les points d’une même section. 
Nous désignerons par 

n l’aire de la section transversale de la barre ; 

7 le périmètre de cette section ; 

x la distance au foyer d’une section quelconque de 
la barre ; 

v la température qui a lieu dans cette section ; 

. K, h les conducibilités intérieure et extérieure de la 
substance de la barre. 

Considérons l’élément de la longueur de la barre com- 
2 * ANNÉE. 7 
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pris entre les sections placées aux distances x et x-\-dx. 
La surface de cet élément étant y dx , la quantité de la 
chaleur perdue par sa surface extérieure dans l’unité de 
temps, est hydxv ; et, par conséquent, la portion de 
chaleur perdue dans le même temps , par la partie de la 

barre qui est à la suite , est exprimée par l’intégrale 

/ « 

dxv. Mais d’une autre part, la température de 

tous les points d’une même section étant supposée la 
même , la chaleur traverse l’élément dont il s’agit, de la 
même manière que cela aurait lieu pour un solide infini 
compris entre deux plans parallèles. L’épaisseur du so- 
lide est ici dx, et les températures extrêmes sont v et 
v-\-dy. La quantité de chaleur qui le traverse dans l’u- 
nité de temps est donc — Kn — . Ainsi nous avons pour 
exprimer la condition énoncée, l’équation 


— Kn 


dv 

dx 


roo 

— hy I dx.v , 


qui donne en diflérentiant 

• rn d ' v 1 

On parvient également à cette équation en remar- 
dv 

quant que — Kn — représentant la quantité de cha- 
leur qui traverse dans l’unité de temps la section de 
la barre placée à la distance x du foyer , on aura 

— Kn( ^+^- — pour représenter la quantitéde cha- 
leur qui traverse dans le même temps la section placée 


» 
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à la distance x-\-dx. Or, !a différence de ces deux quan- 
tités, qui £st K a -j—, dx , doit nécessairement être égale 

à la quantité de clialeur hydx. v qui se dissipe par la par- 
tie de la surface correspondante à l'intervalle dx. On a 
donc comme ci-dessus 


d'i> 

Kû -y— dx — h jdx.v, 
dx 


d*V ky 

~d? = Kïï v ' 


i, . . ", r 

4-49. L’intégrale complète de cette équation différen- 
tielle est , conformément au n* 445 , 


v=A.e 


V Kn . „ X V Kn 


+B.e 



e représentant la base des logarithmes hyperboliques , 
A et B les deux constantes arbitraires. Mais il est visi- 
ble qu’ici la constante B doit être nulle , car la valeur 
de v ne peut croître indéfiniment avec x. De plus 
comme on doit avoir ^=U quand x—0, la constante A 
doit être égale à U. L’expression demandée des tempé- 
ratures permanentes est donc 

v=U.e 



Ainsi, les températures des divers points du prisme 
étant représentées par des nombres, les distances de ces 
points au foyer sont représentés par les logarithmes cor- 
respondants. Dans deux barres de même substance, les 
distances du foyer où l’on observe la même température 


ra- 


sont proportionnelles à la quantité — > ou ^la 
cine quarrée des dimensions homologues si les sections 


IOO 


sont semblables, Dans deux barres de substances diffé- 
rentes, ces mêmes distances sont proportionnelles au 

rapport \ / Les observations de ce genre peuvent 
V *7 

faire connaître pour divers corps la valeur du rapport 
des deux conducibilités. On a même cherché à faire 

servir les observations dont il s'agit, à déterminer les 
valeurs relatives de la conduc^bilité intérieure K, en 
recouvrant chaque prisme d’une couche de vernis , dans 
la vue de leur donner la même conducibilité extérieure, 
procédé qui ne présente peut-être pas toute l’exactitude 
nécessaire. 

450. On déduit d’ailleurs facilement de l’équation 
précédente toutes les circonstances du mouvement de la 
chaleur dans les différentes parties du prisme. La quan- 
tité de chaleur qui traverse dans l’unité de temps la sec- 
tion placée à la distance x du foyer, est 


Ka.ÿ = U.J/AK.vii.e 
dx 


v K si 


et par conséquent , la quantité de chaleur qui sort du 
foyer, et qui se dissipe dans l’air par la surface entière 
de la barre, est dans le même temps 


U.l/ÂÎCn. 

Cette quantité est donc proportionnelle à la puissance 
3 

- des dimensions homologues pour des barres de même 

m * 4 , . . » 

substance et de figures semblables. 
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15 t. Admettons maintenant qu’il s’agisse d'une barre 
prismatique d’une longueur déterminée représentée par 
a , et dont les deux extrémités soient maintenues res- 
pectivement aux températures constantes U et Y. La 
loi des températures permanentes sera toujours donnée 
par l’équation différentielle du n“ 118 ; mais dans l’in- 
tégrale générale du n° 119, que nous pouvons écrire 

v=A.e- kx +B.e >x , 

/ hy , 

en posant pour abréger V ^ — l , on devra déterminer* 

les constantes arbitraires A et B de manière que ^=U 
lorsque x=0 , et »/=V lorsque x=a. Cette intégrale 
deviendra alors 

- t^( g >,<a — j) — e^ a x Q-fV (e xx — e J ) 

e( — e’“ ) .. ‘ ’• 

expression qui donnera les températures d’un point 
quelconque de la barre compris' entre ses deux extré- 
mités. 

152. Les résultats précédents ne supposent pas néces- 
sairement que l’axe de la barre soit rectiligne. Les di- 
mensions de la section transversale étant supposées très- 
petites , on peut attribuer à cette barre une figure 
quelconque , et même supposer que ses deux extrémi- 
tés sont réunies, de manière à former un anneau. La 
formule du numéro précédent exprimera toujours les 
températures permanentes d’une portion de la barre 
comprise entre deux foyers, dont l’intervalle est a, et qui 
sont maintenus respectivement, aux températures Uet Y. 
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Si la barre forme un anneau , et s’il n'y a qu’un seul 
foyer maintenu à la température U , on aura évidem- 
ment dans toute l’étendue de l’anneau 


v=U 


— e >(a— j:) + e — >~r_ 


OU 


v = U 


«“+1 


a désignant la longueur de son périmètre. Si l’on veut 
compter les x du point de l’anneau opposé au foyer , 
et qui partage le périmètre en deux parties égales , on 
aura 


v—U ■ 


r +e >J 


e-i“+e*~ 


On ne donnera à x dans la première de ces formules 
que des valeurs comprises entre 0 et a, et dans la se- 
conde que des valeurs comprises entre — ^ et+ 

453. Considérons trois points de l’intervalle compris 
entre deux foyers situés aux distances x,x+<* et x-f-2/de 
l’origine des x. En désignant respectivement par 
leurs températures, on aura, d’après l’équation générale 
du n Q 451 

P 0 =A.e~ > ' x +B.e > " x , > 
v 1 =A.e — ^ x+ ‘ t ^+B.e^ x+ “ J , 
^A.e“’< x+2 ‘ ) +B.e* (x+a ' ) . 

Donc 

W = Ae-' x (l+e- a ’ t ’)+Be iX (l+e 3 ’ a ) 

*>, Ae —>(x+ ‘°+ Be >(x+ %) 
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ou bien 


^ = +«»*. 


k U«f 


On voit donc que l’état permanent des températures 
d’une barre ou d’un anneau est toujours tel, que pre- 
nant entre deux foyers plusieurs points également espa- 
cés , et considérant trois de ces points placés les uns à 
la suite des autres, la somme des températures des points 
extrêmes , divisée par la température du point intermé- 
diaire , présentera toujours une même valeur qui dé- 
pend uniquement de la distance a des points dont il 
s’agit. Ce résultat remarquable a été vérifié par l’expé- 
rience. 


XXXIV. Elimination des variables entre les équa- 
tions différentielles simultanées. — Intégration 

DES ÉQUATIONS LINÉAIRES SIMULTANÉES. 

454- Considérons plusieurs variables x,y,z, etc., re- 
gardées comme des fonctions d’une autre variable indé- 
pendante v, et admettons que l’on ait plusieurs équa- 
tions entre les variables x,y,z, etc., et leurs coefficients 
différentiels 


dx d'x 

dv' d7' 


etc, 


dy <?y , 

, t j i) etc. . . 
dv dv 


dz cPz 

1 di>' 



Si les équations dont il s’agit , sont en même nombre 
que les variables x,y,z, etc., on pourra toujours dé- 
duire du système de ces équations, des équations diffé- 
rentielles séparées contenant une seule de ces variable» 
avec la variable indépendante v. L’intégration de» équa- 
tions proposées , c’est-à-dire la recherche des exprès- 
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sions générales de x, y,z, etc. , en fonction de la variable 
indépendante , serait ainsi -ramenée au cas d’une seule 
équation différentielle entre deux variables. 

En effet, supposons que l’ou u’ait que deux équations 
entre les deux variables x et y, et leurs coefficients dif- 
férentiels pris par rapport à v. Soit m l’ordre de la 
première équation par rapport à y, et n l’ordre de la se- 
cpnde équation , par rapport à la même variable. On 
différentiera n fois la première équation , et m fois la 
seconde , ce qui donnera , en comprenant les équations 
proposées, m-f-n-{-2 équations, au moyen desquelles on 
peut éliminer la Variable y et ses coefficients différentiels 
dy d'y cPy 

~dv’’d7'~tv" etc ’’ j US( I u ® tordre m-f-n. Il restera une 
équation qui ne contiendra que la variable x seule et 
ses coefficients différentiels. On obtiendra de la même 
manière une équation en y. La même remarque s’appli- 
que au cas où le nombre des variables et des équations 
proposées est plus considérable. On voit de plus que , 
si les équations différentielles proposées sont linéaires, 
l’élimination dont il s’agit , conduira à une équation fi- 
nale également linéaire. 

455. On peut, dans quelques cas, et particulièrement 
lorsque les équations différentielles simultanées sont 
linéaires et à coefficients constants, obtenir directement 
des équations primitives dont on déduirait les valeurs 
générales des variables. Considérons d’abord deux équa- 
tions du premier ordre, qui seront généralement delà 
forme ' , -aVt .<•. 
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v J \ l 

Par une élimination facile , on peut les ramener à la 
forme plus simple 


£ + S, + T,=U 
ÿ + S'j:+TV=ü'' 

dv 


( 1 ). 


Nous regarderons en général S,T,U,S',T',U' comme re- 
présentant des fonctions quelconques de v. La difficulté 
consiste ici eu ce que les deux variables x,y, se trouvent 
à la fois dans les deux équations proposées, et il s'agit 
de remplacer ces deux équations par deux autres qui 
ne contiendraient chacune qu’une seule variable avec la 
variable indépendante v. Pour y parvenir, on multi- 
pliera la seconde équation par un facteur $ qui sera 
une fonction indéterminée de v, et on l’ajoutera à la pre- 
mière, ce qui donnera 

dx dy 

_i_ Æ 

dv 


•4 (S+S'<t)x+ (T+T'4>)^- =U+U'<t>. 


De plus ou posera x+Qy—u , d’où 


x=u — <t>y , 
dx dy 

4 - 4 > : 

dv dv 


du d<t> 

Tv~~Tv y ' 


u étant une nouvelle variable. Ces valeurs étant sub- 
stituées dans l’équation précédente la changeront en 

^+(S+S'4.)u-^j g + (S + S'*),] -(T+T'o)} =U+U'<j>; 

et en déterminant la fonction de manière à satisfaire 
à l’équation 


d<t> 

dv 


+ (S+S' <!')<!> — .(T-f-T'fl) = 0 , , 


(23 
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il restera à intégrer l'équation 

ÿ(S+S'*)tt=Ü4-U'*. (3) 

L'équation (2) ne contient que les variables <& et v. Si 
l'on peut trouver une valeur pour 4> qui satisfasse à cette 
équation, on la substituera clans l’équation (3), qui ne 
contiendra plus que les variables u et v, et qui rentrera 
dans les cas traités n° 438 et suivants. 

456. Si les coefficients S, T, S',T ; des équations (1), 
sont constants , on pourra satisfaire à l’équation (2), en 
prenant pour $ un nombre constant, ce qui donne 

ehp 

=0, la valeur de ce nombre étant déterminée par 

l’équation du second degré. 

(S+S'*)* — (T+T'4>)=0 (4) 

En appliquant d’ailleurs à l’équation (3), la méthode du 
numéro 386 , on trouvera pour l’intégrale de cette équa- 
tion 

u=e” (S+S, * ) ‘’[a-§- Jdv(U+V'*).e ( - S+S '* )v ] (5) 

a étant la constante arbitraire. On doit mettre dans 
cette expression à la place de les deux valeurs qui sa- 
tisfont à l’équation (4) ; en les désignant par 4>, et <t>, , 
et remplaçant u par son expression en x et y, on aura 
les deux équations primitives 

x+ -J»^=e^ S+S '*>U+/^(U4-U'* I ) ■e (S+S '* > ] , 

x4.tj=r (S+S,W ta,+ /'^(Ü4-U’*J.e (S+S '** ) ‘'] , 

au moyen desquelles on pourra déterminer les expres- 
sions de chacune des variables x et y en fonction de %>. 
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457. Si les racines de l’équation (4) étaient imagi- 
naires , et désignées par cctS V — 1, l’équation (2) , à la- 
quelle la quantité * doit satisfaire , pourrait alors se 
mettre sous la forme 

^ +S'[(<J> — «)’+6*] = 0 , 

ou bien 

dit 

S'dv = 0 ; N 


( 4 > — 

dont l’intégrale est 

^ arc tang. - — - = C — SV, 

6 6 

c désignant une constante arbitraire, et donne 
4> = a + 6 . tang. 6 (C — SV). 

En donnant à la constante c deux valeurs particulières 
quelconques ; en supposant par exemple 6C=0 et 

£ C = — , on aura les deux valeurs 

J 

<t = a — ê.tang. 6SV et 4>=a-f-6.cot.6SV, 

qui étant substituées successivement dans l’équation (5), 
donneront les deux équations nécessaires pour déter- 
miner x et y en fonction de v. 

Si les deux racines de l’équation ( 4 ) étaient égales 
entre elles , et représentées par p , l’équation (2) se met- 
trait sous la forme 

d<t „ 

- 7 - + S (<t—J>)’z=0, 


OU 


dif 
d<b 


T + SVfc = Oj 
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dont l’intégrale est 
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■K— J> 


=c+sv, 


c désignant toujours une constante arbitraire; d'où l’on 
tire 


3>=j34 


1 

C 4 - SV 


En donnant à c deux valeurs particulières quelconques, 
supposant par exemple c= oc et c=0, on aura 

1 

<t = D et » = o+ër, 

* * S v 


valeurs qui devront être substituées comme ci-dessus 
dans l’équation (5). 

458. Supposons maintenant que l’on ait trois équa- 
tions du premier ordre entre les variables x,j,z et la 
variable indépendante v, qui , d’après ce qui a été dit 
n° 455, pourront toujours se ramener à la forme 

dx 

^ + Sj:4Tr4U Z =y,. , 

-T- 4 S'x 4 U'z = V' , 

..du 

~ 4 S 'j:4T'y4U"z —V". 

du ' 

. . « • * » v 

On multipliera respectivement la seconde et lü troisième 
équation par les facteurs indéterminés ‘I 1 et S', et on 
les ajoutera à la première, ce qui donnera 


+t -y + (S 4S'.;. 4 S» x + (T+T'*+T"»).r 

dv .au du 

4 (U4U'<t4U» z = V + V'* +V"v. 
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On posera ensuite 

x+ÿy+Vz—u, d’où x = u — <1>jv — Vz, 

dx dy dz du d<\< dit, 
dv+^dv^^ dv~ dv dv ^ dv 

• a * ». • • , 

u désignant une nouvelle variable. Ces valeurs étant 
substituées daris l’équation précédente , deviendra 

^ + (S+S'4«+S "v)u-y +(S+S' 4 .+S"'J 0 *-(T+T',i,+T"*)] 

_ : ^' + (S+S'4.+S"'i')'t'— (U+U'$+U"' f)J=V+V'<i»+Y"ÿ. 

Ainsi , déterminant $ et T de manière à satisfaire aux 
deux équations 

— + (S + S'* + S>) « - (T+T'<l> +T"4’)=0, 

dv 

+ (S + S'<H- S'V) 4'— (U+U *' +U"4) = 0 ; 
dv 

il restera à intégrer 

U 

^ + (S+S'<J, +S‘ , 'V)u=\+\'i’+X"'V, 
dv 

■ à:; . ’ô *■ • ■ ' t>’ •• 

entre les seules variables u et v. Les équations seront 

donc résolues si l’on peut trouver des valeurs de <i> et 4 r 
qui satisfassent aux deux équations dont dépendent ces 
fonctions. 

459. Si l’on admet comme dans le n Q 456, que les 
coefficients S,T,U,S' ) T',U' ) S'\T",U" des premiers mem- 
bres des équations proposées soient , des nombres con- 
stants , on pourra prendre pour <l> et 4' des valeurs 
constantes, déterminées par les équations 
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(S+S'$ 4-S"'F) 4> — (T+T'<j. +T"S') = 0 , 

(S + S'<i>+S"'F ) 't — (U+U'* +U» —0, f 


et comme les équations finales donnant les valeurs de 
4> et T monteront au troisième degré , on aura trois 
systèmes de valeurs que nous désignerons respective- 
ment par et <r„ et y,,*, et r 3 . 

L’intégrale de l’équation entre u et v étant d’ailleurs 

u=e~ * S+ S * + S " Ÿ ^[a + J dvÇÜ+X}’<b +U"'F) -e ( s + s ' 4 ’+ s "’ i ')‘’] > 

nous aurons les trois équations primitives 

a:-KJ'+Y^^^ S+S '** +S '' Ÿ,)v [a l + J r^(ü+U'4. 1 +U"'t r ,).e (S+Sr *' +S '' Ÿ ' v ] 

x+*jr+ 'f 1 s= e _(S+S ' 4 * +s "’ i '* ) ‘'[a 1 +/^(U+U'4. J +U' , 'r,) e ( s + s '*.+»" Ÿ >] 

x-H> 5 j+Y J z=e- (S+S '* 3+S "' r3), '[a 3 +/d ( »(U+TJ> s +U"y,).e (S+S ' ,t3+S '' Ÿ,) ‘'] , 


qui détermineront les valeurs de xy,z en fonction de v. 

La même méthode s’applique aux cas où l’on a un 
plus grand nombre de variables et d’équations différen- 
tielles , et l’on voit que ces équations s’intégrent tou- 
jours lorsque les coefficients des premiers membres sont 
constants. 


460. Nous avons supposé jusqu'ici que les équations 
différentielles proposées étaient du premier ordre. Le 
cas où ces équations sont du second ordre et des ordres 
supérieurs est ramené au précédent de la manière 
suivante. Soient par exemple les deux équations du se- 
cond ordre 


d'x dx _ dy 

57 +A a; +B £ +Cj;+I ^- î: ’ 
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On posera ~j~ = P’j~ =9 ,p et q désignant de nouvelles 


variables. On aura alors les équations du premier ordre 


^4- A/?+By + Cx+D^ = E, 
ÿ. + À> + B'<7+C'x + D'y = E', 




entre les quatre variables xy,p,q, et la variable indé- 
pendante v. Ces équations étant traitées par la méthode 
des n“ 455 et suivants , conduiront aux expressions de- 
mandées de x et y. 

XXXV. Intégration par séries des fonctions diffé- 
rentielles. 

461 . Lorsqu’il n’est pas possible d’obtenir en termes 
finis , par le moyen des méthodes connues , l’expression 
de la fonction qui est donnée par une équation diffé- 
rentielle , on peut chercher à obtenir cette expression 
sous la forme d’un développement en série infinie. Si la 
sérieest convergente, l’expression dont il s’agit, sera aussi 
propre que toute autre, à faire connaître les valeurs nu- 
mériques de la fonction cherchée. 

Le développement en série de la fonction donnée 
par l’équation différentielle 




1 


— J i a 


peut s'obtenir en général au moyen de ce qui a été dit 
dans le n° 427. Cette équation étant résolue par rap- 


, d 'y 


donnera les valeurs de ce coefficient difle- 


P° rt 3 dx« 

rentiel et des coefficients différentiels des ordres supé- 
rieurs correspondantes à 0 ; et en substituant ces 
valeurs dans l’expression générale 


dy o 


d'y" x' d 3 y 0 x 3 


y=y 0 +^ *+ *7 â + £3 + etc ■» 


on aura le développement de la fonction^, danslequel il 


restera les n coefficients arbi traires y, 


dy * d'y, d«-'y. 
°* dx ’ dx'’ " dx*—' 


Dans les cas particuliers où la supposition de ar=0 

d n y 

rendrait infinies les valeurs de — et des coefficients 

dx * 

diflérentiels des ordres supérieurs, on remarquerait que 
la formule de Taylor donnée n" 80, devient, en y fai- 
sant x—a , puis h=x — a 


dy i 




d'y a {X—a)' d'y* (x—a)' d*y * (x—a)* 


+ - 


dx 3 2.3 dxi 2.3.4 


où l’on représente par y*, etc., les valeurs 

particulières que prennent^, ^ , etc., lorsqu’on 

donne à x la valeur a. On déduirait donc de 
l’équation différentielle proposée les valeurs de 
d n y n d n + x y a d n +*y a " 

’ ~dx^'~dx^+' ' etc -' ( I ue r ° n suLstituerait aans 
l’expression précédente. On pourrait d’ailleurs attribuer 


4- etc., 
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à a toute valeur qui ne rendrait pas infinies les valeurs 
des coefficients différentiels de l’ordre n, et des ordres 
plus élevés. 

462. Il est souvent plus simple et plus facile de sub- 
stituer à l’opération qui vient d’être indiquée , la mé- 
thode des coefficients indéterminés. Soit, par exemple , 
l’équationdu second ordre 


d'y 


dx 


î'+iy-O. 


On posera pour satisfaire à cette équation " • 


y = AoX* + + 1 + A,x x + * + A ,.r * + 3 +A 4 .r * < + etc 

A„A t ,A„ etc., désignant des coefficients constants in- 
déterminés, et « un exposant également indéterminé. 
Si l’on substitue cette expression de y dans l’équation 
proposée il viendra 


0=A,,sc{a— l)X*-»+A,(a+i)aa: ï ~'+A,(a-+-2) («+ 1 )x* 


-t-A,(*+3)(a+2) 

+A 0 


X“ + 'H-A < (a+4)(a+3) 
+A, 


x^+^etc.. 


équation où l’on fera disparaître les deux premiers ter- 
mes du second membre , en supposant a=0 , et laissant 
indéterminées les constantes A„ et A, Le troisième dis- 
paraîtra en supposant A.==0. Quant aux termes suivants, 
ils deviendrons nuis en déterminant convenablement 
les coefficients A 3 ,A 4 ,A 5 , etc., au moyen des trois pre- 
miers. Les valeurs de ces coefficients seront données par 
les équations 


2 e ANNÉE. 


8 


A 

A 0 

_A. = — - , d'où l’on déduit 
1 2.3 

A * = -il 

1 

> 

•> 

II 

2I> 

> 

♦> 

1! 

1 

1 

> 

il 

O 

II 

< 

a 4.5 


.A, 

A A ° 

As 5.6 

6 2.3.5. 6 

A. 

A, 

A? 6.7 

7— 3.4 6.7 

1. 

> 

m 

II 

O 

II 

«e 

< 

. A. 

As A “ 

A » 8.9 

» 2. 3. 5. 6 8.9 

A A ’ 

A A ‘ 

9.10 

° 3.4.6.7.9.10 

etc. 

etc. 

> 


La série qui donne l’expression cherchée sJ ejr est donc 

0 


+A t 


X* 

.r* 

a? 

2.3 ' 2.3.5. 6 

2 3.5.6.S.9 

a: 4 

X 7 

x'° 

3.4 ' 3. 4. 6. 7 

3.4. 6.7. 9 10 


+ etc. 


+etc.^. 


A, et A, sont les deux constantes arbitraires. 
463. Si l’équation proposée était 

la substitution de l’expression 


y=\x‘ l +. A,x*+ 1 + A,x* + * + AjX* + 3 ■+• A 4 *+ i + etc. 
donnerait l’équation de condition 
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0=A,»(st— 1 ) X * -»+ A,(*+l ) * 
+A 0 


•^*-'-f-A,(a+2) («+]) | x* 
+A,| 


4-A 3 (ï+ 3) (z-t-2) 

+A, 


vf*+ '+etc. 


On fait disparaître le premier terme en posant a=*0 
ou a=l mais la première hypothèse ne peut être ad- 
mise parce que le second terme ne pourrait alors dispa- 
raître qu en supposant aussi A„=0. En faisant donc 
a — h ^ coefficients différentiels seront déterminés par 
les équations- 


A,. 2.1 =A 0 , 

d’où l’on déduit A = 

A. 

— A,.3.2=A, 

A- 

1.2 

' » 

-*-A,.4.3=A, 

• ' \ ' K ,- • ' 

A,= 

12’ 3 

A 0 ‘ ’ 

/• ’ -1# » 


1.2’.3’.4 

— A..5.4=A, 

A — 

A “ 

— A 5 .6.5=A 4 

4 

v- ^ ...» 

1.2’.3’.4’.5 ' 

etc. 




Par conséquent l'équation est satisfaite par la valeur 



■r' x 3 xi 

Tl + 12\3 “ 1 .2'.3'.4 


.r 5 

1.2*.3*.4\5 



Cette expression ne contenant qu’une seule constante 
arbitraire, présente bien une infinité de valeurs parti- 
culières de la fonction^ : mais elle n’est pas l’intégrale 
générale de l’équation proposée. Il est aisé de reconnaître 
d’ailleurs que l’on ne peut satisfaire à cette équation par 
une série ordonnée suivant les puissances descendantes 
de x. . 


I 



464. Nous considérerons encore l’équation du second 
ordre 

d'y 1 dy 

£+ï£ + *=°- 


En posant comme ci-dessus , 


y =A 0 A,x * ■+■ 1 + A + a 4- A,r* + 3 + + < + etc. , 

» / i . . 

et substituant cette expression dans l’équation proposée, 
il viendra 


0=A.a(*— 1) 

•r*-M-A,(3+l)a 

j :* *-4-A,(a-4-2) (a-t-1) 

+A 4 a 

-t-A,(«-M) 

"1*A,((x-{-2j 


» 

+Ao 


+A t (*-+-3) (a-f-2) 
-+-Aj(a+3) 
+A, 


jr“ + '-KA 4 (a+4) (a+3) 
+A < (a+4) 
+A, 


•r*+*-4-etc. 


On fait disparaître le premier terme du second mem- 
bre en faisant «=0 sans déterminer A . ; mais alors le 
second terme ne disparaît pas, à moins que l’on ne fasse 
A,=0. De même on fait disparaître le second terme en 
posant a= — 1 , le coefficient A, demeurant indéterminé, 
mais alors le premier terme ne disparaîtra pas, à moins 
qu’on ne suppose A # =0. Si l’on fait donc a=0, les coef- 
ficients seront déterminés par les équations 
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A,=A„ , d’où l’on déduit A 0 =A„ 


O 

II 

< 

A,= 0 

—A— A ° 

* 2+2 

A A - A * 

A* 3 * T" 8* 

A — A ‘ 

^ 6+3 

© 

II 

< 

A- A * 

A. A. 

4 12+4 

4 4.16 2*.4* 

A — A > 

s 20+5 

A,= 0 

A — A< 

* 30+6 

A,= — = _ 

6 4.16.36 

etc. 

etc. 


A. 


2*.V.6* 


r=A.(l-|. 


etc.^. 


On satisfera donc à l’équation proposée par la série 

x 4 x» 

2\4\6‘ 

Quant à la supposition de a= — 1, il est aisé de recon- 
naître qu’elle conduirait à la même série que l’on vient 
de trouver. On n’obtient encore ici qu’une formule 
propre à donner des intégrales particulières , mais non 
l’intégrale générale de l’équation proposée. 

465. Lorsque la substitution d’une série ascendante 
de l’invariable x dans l’équation différentielle ne donne 
qu’une valeur particulière, cela tient généralement à ce 
que l’intégrale complète doit contenir des termes affectés 
du logarithme de çette variable. Ayant trouvé, par exem- 
ple, pour l’équation précédente 
d'y i dy 
dx' + x dx + * r ~°’ 

' * * 

la valeur particulière 


t JL JC JC 

=1 ~ 7 + Fv — 77T' + etc ‘ ’ 
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on posera , pour obtenir l’intégrale complète, confor- 
mément à ce qu’on a vu dans les n“* 442 et 443,_/=AY', A 
désignant une fonction de x, ce qui donne 


et 


dy dY' dA 

dx dx dx T 


£21 -A— 0 — — — Y 

dx' dx' dx dx + dx' 


Mettant ces valeurs dans l’équation précédente , et sup- 
primant les termes affectés de A dont la sommeest nulle, 
il restera pour déterminer A l’équation 


A (clT Y'\ dA A 
Y dx * + Vdx + x) dx~ 0i 


dA 


qui devient, en posant 


dt f dï' Y'\ 

Y d& + \ 2 JZ + lc) t ~ 0 


dt 2 rfY' 
o« 7+-ÿT + 




d’où l’on tire t = -^ 7 ; , et par conséquent A= S 

On en conclut que l’expression de l'intégrale complète 
est 

,=y ■(•+*/£> 

a et A étant les deux constantes arbitraires. D’ailleurs 

/ dr /’fir , „ . , , ax’ fia: 4 

— ÿ^= J — (t+ax -t-6x 4 +etc.)=è*'H — — + — + etc., 

a, 6 , etc., désignant des coefficients numériques qu’il est 
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facile de déterminer. Cette expression devient donc 

'K 1- f* + £X* ** etc )[ a ( te+ T + T +etc )] 


XXXVI. ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES ORDINAIRES DU 
PREMIER ORDRE A TROIS VARIABLES. 

46C. Soit proposée l’équaliou différentielle 
P. dx -f Rrfz = 0 , 

dans laquelle P,Q,R désignent des fonctions quelcon- 
ques des trois variables x.y,z. Si cette équation est le 
résultat immédiat de la différentiation d’une équation 
primitive F(-r,y,z) — 0, sou premier membre satisfera 
aux conditions d’intégrabili té des fonctions différentielles 
du premier ordre à trois variables , et on pourra en 
trouver l’intégrale , qui devra être complétée par une 
constante arbitraire., • 

Mais si l’équation proposée résulte de l’élimination 
d’une constante entre l’équation primitive F{x, y, z)=0, 
et l’équation différentielle qui s’en déduit immédiate- 
ment, ou si l’on a supprimé après la différentiation un 
facteur commun à tous les termes , elle ne satisfera plus 
en général aux conditions d’intégrabilité. Néanmoins 
cette équation ayant été déduite d’une relation donnée 
entre les trois variables xy,z, dont deux d’entre elles , 
par exemple x et y, peuvent être regardées comme in- 
dépendantes, et la troisième z comme fonction de ces 
deux-ci, il s’ensuit que tirant la valeur de dz qui sera 

= — 
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cette expression doit satisfaire à la condition générale 
de l’expression de la différentielle des fonctions de 
deux variables indépendantes ; en sorte que l’on doit 
avoir 


= ± (ü\ 


dy 


ou, en faisant attention que z est contenu dans les fonc- 
tions P,Q et R, 

, J 

/dP dPdz\ /dR dRdz\ 

\dy + dz dy) + dz dy) 

\dr dz dx ) \dr dz dx )' 

,, dz dz . , P Q , . 

Mettant pour — et — leurs valeurs — = et— = etredui- 
r dx dy R il 

saut, il vient 

« 

dR dQ dit „dP n dQ dP „ 

■ P +Q dT +R ü~^d} ~ °* 

Cette équation exprime la condition nécessaire pour que 
l’on puisse regarder dans l’équation proposée deux quel- 
conques des variables comme indépendantes, et la troi- 
sième comme une fonction des deux autres. On pourra 
alors considérer l’équation dont il s’agit comme apparte- 
nant à une surface. 

467. Lorsque l'équation de condition que l’on vient 
d’obtenir est satisfaite , l’intégration de l’équation pro- 
posée dépend uniquement de l’intégration d’une équa- 
tion à deux variables seulement. En effet, regardons la 
variable z comme constante, et supposons par consé- 
quent 0, l’équation proposée se réduirait à 

Pdr+Qrfy = 0, 
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qui appartient à une section quelconque faite dans la 
surface par un plan parallèle au plan des xy , à une dis- 
tance de ce plan marquée par la valeur constante attri- 
buée à la coordonnée z, dans les fonctions P et Q. Si 
l’on parvient à intégrer cette équation , il faudra re- 
garder la constante qui complétera cette intégrale comme 
une fonction de z, et nous représenterons l’intégrale 
dont il s’agit par 

z) = z, 


Z désignant une fonction de z seule. Or, en différen- 
tiant cette dernière équation en y faisant varier x,y,z, 
il viendra 


^ dx + dy+ — dz = d r Z, 
dx dy dz 


et comme le second membre est une fonction de z seule, 
il doit en être de meme du premier membre. Par con- 
séquent, en éliminant de ce premier membre une des 
variables#, y, aumoyen de l’équation ®(#,y,z)=Z, l’autre 
doit disparaître d’elle-mcme, en sorte qu’il ne restera 
qu’une équation diflérentielle entre z et Z. Cette équa- 
tion étant intégrée, donnera l’expression de Z en z, avec 
une constante arbitraire ; et en remplaçant Z par cette 
expression dans l’équation <? (xy,z)=- Z, on aura l’inté- 
grale cherchée . 

468. Soit proposée, par exemple, l’équation diüéren- 
liclle suivante , 

(2,rz+z s ) clx+2yzdy — 2 (#’+y’+ è) dz = 0 , 

qui satisfait à l’équation de condition dun 1 466. En y 
regardant z comme constante elle se réduit a 

(2# + z’; dx + iydy = 0 , 


Digitized by Google 


— 123 

où les variables sont séparées, et dont l'intégrale est 
' , x’+y+ xz'= Z , 

Z étant la constante arbitraire , que nous regardons ici 
comme une fonction de z. DifFérentiant cette dernière 
équation en faisant tout varier, il vient 

jl- ,• ulur' 

(2jc + a’) dx + 2ydy + 2xzdz = dZ , 

que l’on peut changer, en ayant égard à l’équation pro- 
posée , en 

2 dz + 2 xzdz = dZ. 

Z 

Remplaçant dans cette équation y' par sa valeur déduite 
de l’équation x'+y'-\-xz’=Z, la variable x disparaîtra, 
et il viendra simplement 

Z+b -2dz dZ 

2 dz — dZ, ou — == ——r , 

z z Z y b 

équation dont l’intégrale est 

az'=. Z + b , 

a désignant la constante arbitraire. Mettant donc pour 
Z la valeur qui se déduit de cette équation dans 
x'+y’+xz’=Z , il viendra 

- x'+y* -t- {x — a) s'-f- b ^ 0 , 

qui est l’intégrale cherchée. 

469. Lorsque l’équation différentielle proposée 

Pdj:+ Qdy + Rds = 0 , 

ne satisfait pas à l’équation de condition du n° 466, 
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d’où I on conclut qu’il n’est pas possible d’y regar- 
der deux des variables comme indépendantes , et la 
troisième comme une fonction de celles-ci, on ne peut 
aty-ibuer un sens analytique à cette équation qu’en 
admettant que deux des variables sont liées par une re- 
lation inconnue, mais existante. On devra donc sup- 
poser, par exemple, que x ety ont entre elles une re- 
lation exprimée par une équation telle que ç(x,y)=0, 
d’après laquelle l’équation proposée se réduirait à une 
équation à deux variables seulement , et pourrait être 
intégrée en conséquence, après la détermination de la 
fonction y. Dans un tel cas l’équation dont il s’agit, ne 
peut pas être regardée comme appartenant à une surface. 
La fonction z est l’ordonnée des courbes , en nombre 
infini, que l’on obtiendra après avoir tracé arbitraire- 
ment sur le plan des xy les projections de ces courbes 
qui sont représentées par l’équation <;(x, y) =0. 

X XXVII. ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES DU 
PREMIER ORDRE. 


470. Soient deux variables indépendantes x et y et 
une troisième variable z qui est regardée comme une 

dz dz 

fonction des deux premières : et — représenteront 

les coefficients différentiels partiels de la fonction z pris 
respectivement par rapport à x et à y ; en sorte que si x 

augmente de dx, l'accroissement de z sera — dx ; et 

si y augmente de dy, l'accroissement de z sera ^ dy . 
Une équation aux différences partielles du premier 


Digitized by Google 



— 124 

ordre entre les trois variables x,jr,z 
une relation entre les quantités x,y. 


exprime en général 
dz dz 

Z ’dx'dï’ etpCUt 


être représentée par 


« 



( 


X, y. 


dz dz\ 
*' dx ’ dy) 


= 0 , 


f étant le signe d’une fonction quelconque. Il s’agit de 
concevoir la signification d’une telle équation , et com- 
ment peut être formée l’équation primitive à laquelle 
elle doit correspondre. 

En général, les variables indépendantes x,y peuvent 
être regardées comme deux abscisses rectangulaires ho- 
rizontales , et la variable s- comme une ordonnée verti- 
cale. Ainsi z étant regardée comme une fonction de x 
et y, une relation entre ces trois variables sera considé- 
rée comme l’équation d’une surface définie par l’équation 
proposée. 

Cela posé, étant donnée l’équation 


* . / dz dz *\ 

supposons que l’on cherche à construire la surface 
qu’elle doit représenter. On déduira de cette équation 
la valeur de l’une quelconque des quantités xy,z, 
dz dz 
dx ’ dy 

conséquent, on peut concevoir que la construction s’opère 
de la manière suivante. Traçons dans le plan des xz une 
courbe quelconque que nous regarderons comme l’inter- 
section de la surface cherchée par ce plan. Pour un point 


lorsque les quatre autres auront été données ; par 
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quelconque de cette courbe, on connaîtra x,ÿ dont la 

dz f , 

valeur est nulle , z et — : 1 équation proposée donnant 

dz , % f 

-j ^ , la direction du plan tangent à la surface cherchée 

est déterminée dans toute l’étendue de la courbe dont il 
s’agit. Si donc, on conçoit un plan mené parallèlement 
au plan des xz à une distance très-petite Ay, on con- 
naîtra l'intersection de la surface par ce plan avec une 
exactitude d’autant plus grande que ±y sera plus petite. 
On pourra se servir de cette intersection pour construire 
delà même manière, une nouvelle intersection avec un 
second plan mené à la distance zy du premier ; et ainsi 
de suite. Ainsi la surface est en général déterminée 
dans toute son étendue, au moyen de l’équation diffé- 
rentielle, lorsqu’on s’est donnéarbitrairement l’intersec- 
tion de cette surface par un plan parallèle au plan des 
xz. Il est évident d’ailleurs qu’elle le serait également 
si l'on se donnait l’intersection de la surface par un plan 
parallèle auxj^z. 

On pourra voir par ce qui précède , que l’équation dif- 
férentielle proposée appartient à une infinité de sur- 
faces différentes , qui ont toutes un caractère commun 
exprimé par cette équation. La figure de chaque surface 
dépend de celle de la courbe arbitraire par laquelle oh 
l’a fait passer. Si l’on veut que l’intégrale de l’équation 
proposée ait une signification aussi étendue que cette 
équation elle-même , elle doit représenter toutes les 
surfaces dont il s’agit. Cette intégrale , outre la condi- 
tion de satisfaire à l’équation différentielle proposée , 
doit donc contenir une fonction arbitraire. 
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471. On reconnaît la vérité de cette proposition en 
remarquant que si l’on a une équation primitive con- 
tenant une fonction indéterminée , on peut toujours en 
déduire une équation du premier ordre où cette fonction 
ait entièrement disparu. Soit par exemple 1 équation 

F[x, y, s, ç.(u)] = 0, 

dans laquelle F et ç sont des signes de fonction, et u re- 
présente une certaine fonction de x.y,z. En diilércntiant 
successivement par rapport à x et à y, il viendra 

dF dF dz dF d.vÇu) f du du dz\ 

dx dz dx d.-J.u) du \dx dz dx ) ’ 

dF dF dz dF d.*(u) / du du dz 

1 1 _1_1 j 1 

, dy dz dy d.y(u) du \dy dz dy 

d-.(tt) 

Eliminant ensuite <$>(u) et ■ èntre ces deux équa- 
tions et l’équation primitive , il restera une équation 
différentielle du premier ordre dans laquelle la fonction 
<p n’entrera point. Cette équation exprimera une rela- 
tion qui subsiste quelle que soit la forme qui, dans l’é- 
quation primitive, pourrait être attribuée à la fonction ? . 

472. Considérons en général une équation primitive 

F(jr,y,z, a, b) =0.. ; (1) 

dans laquelle a, b désignent deux constantes. En diflfé- 
rentiant successivement par rapport à x et à y, on aura 
les deux équations 

dF dF dz 
dx dz dx 
dF dF dz 
dy dz dy 



: 
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et l’on pourra éliminer les constantes a et b , entre ces 
équations et l’équation primitive. On obtiendra de cette 
manière une équation dillérentielle du premier ordre 
dans laquelle ces. constantes auront disparu, et qui par 
conséquent exprimera une propriété entièrement indé- 
pendante des valeurs particulières qui pourraient leur 
être attribuées. Nous représenterons cette équation par 


/ ' dz ' dz \ 


(3) 


On voit, en premier lieu, qu’étant donnée l’équation 
(3), son intégrale, ou l’équation primitive dont elle dé- 
rive, devra contenir deux constantes arbitraires. 

Mais si l’on regarde a , dans l’équation (1), comme 
une quantité variable, et b comme une fonction de a , 
les deux équations différentielles qui en dériveront se- 
ront alors 

dF dF dz / dF dF db'\ / da da dz\ 

dx "** dz dx \da ^ db da ) dz dx ) 

dF dF dz / dF dF db\ f da da dz\ 

dy ^ dz dy+\da+dbda) \ dy dz dy) 

Or, ces deux équations ne différeront point des équa- 
tions (2), pourvu seulement que Ion ait l’équation 

dF dF db ^ 

da db da 

Donc l’équation (1), conduira toujours à la même équa- 
tion aux différences partielles (3), lorsqu’on y regardera 
a comme variable, et b comme une fonction quelconque 
de a, pourvu que^a soit pris de manière à satisfaire à 
dF dF db 

! équation - + _-=0. 
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Il suit de là, qu’étant donnée une équation aux dif- 
férences partielles du premier ordre, si l’on a trouvé 
une équation primitive F=0 avec deux constantes ar- 
bitraires a et b, qui satisfasse à cette équation , on aura 
une solution beaucoup plus étendue, en prenant b—n(a), 

' . . dF dFdb 

et déterminant a par 1 équation ^ da = ® ' ^a 

fonction ? est la fonction arbitraire qui donne à la so- 
lution la généralité nécessaire. 

4-73. Il est bon de remarquer que l’on pourrait égale- 
ment, dans l’équation primitive (1), regarder « et b 
comme deux quantités variables indépendantes l’une 
de l’autre , et que l’on aurait alors les deux équations 
dérivées, i 


dF 

dx 


* dF dz dF / da da dz\ d F / db db d s\ 

dz dx^da \dx^~ dz dx ) ^ db \dx~^dzdx) 
dF dF dz dF (da da dz\ dF / db db dz\ 

dy^ dz dy^ da\dy^ dz dyj + db \dy^~ dz dy) 

que l’on ramène aux équations (2) en posant 

dF 


dF 

dd~°' 


et 


db 


= 0 . 


Par conséquent si l’équation primitive F=0 , conte- 
nant les deux constantes arbitraires a et b, satisfait à 
une équation aux différences partielles proposées , on 
voit que l’on y satisfera encore en mettant à la place 
de a et b dans cette équation les deux valeurs eh 
x,y,z de ces quantités qui résultent des équations 

dF dF . ■ ' . 

=0, ^ =0. Mais comme le résultat que l’on obtien- 
drait ainsi , ne contient pas de fonction arbitraire, il ne 
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donne qu’une solution particulière de lequatien pro- 
posée. 

474. Dans la géométrie , l’équation (1) , avec deux 
constantes arbitraires, représente une infinité de sur- 
faces correspondantes à toutes les valeurs que l’on peut 
attribuer a ces constantes , et auxquelles appartient tou- 
jours l’équation aux différences partielles (3). Lorsque 
1 on prend b—% (a), « étant le signe d’une fonction quel- 
conque , on considère la série de surfaces qui résulte de la 
fonction ? lorsque l’on attribue à a toutes les valeurs pos- 

sibles depuis — g jusqu a + - . Or , mettant à la place de 

a. dans l’équation F[x, r ,z,a,ï(a)]=0, la valeur a+da, 

le résultat, que nous représentons par F-t- da= 0 

1 da ’ 

appartiendra à une surface comprise dans cette série , 

et infiniment voisine delà surface représentée par le- . 

quation F=0. Donc le système de ces deux équations 

F=0 et F+ —da=0, ou simplement F=0 et — =0 

(puisque la première fait disparaître le premier terme 
de la seconde quand on les regarde comme subsistant 
ensemble), appartient à la ligne d’intersection des deux 
surfaces consécutives , ligne que nous désignerons , d’a- 
près Monge , par le nom de caractéristique. Et si l’on 
élimine entre les deux équations dont il s’agit, la quan- 
tité a, le résultat, qui sera une équation entre x,y,z, 
appartiendra ala surface lieu de ces lignes d’intersection, 
c est-à-dire à la surface enveloppe des surfaces qui résul- 
tent de l’équation F[*, r ,z, a, *(<*)]=(), quand on y donne 
a a toutes les valeurs possibles. Or, l’équation difïéren- 
2' ANNtli. ij 

• • iW 
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ticlle proposée doit évidemment appartenir à cette sur- 
face enveloppe , puisque le plan tangent étant toujours 
commun aux enveloppées et à l’enveloppe, les valeurs de 
dz d z 

et -jp qui déterminent la direction de ce plan , leur 

doivent également être communes. Après que l’on a mis 

dF 

y(a) à la place de b, l'équation =0 ne diffère point de 

dF dFdè , , ^ 

1 équation — ^ — =0 du n ' V72. On voit donc que 

la solution générale de l’équation proposée est exprimée 
par le système des équations F (x,y,z,a,è ) =0 et 
dF dF db 

en mettant une fonction quelconque 

î(a) à la place de b , puis éliminant a entre ces deux équa- 
tions . 

V75. De plus, si dans l’équation F(x,y,z,a,&) = 0 
on fait varier la quantité a seule , ce qui donne 
dF 

F+j-^da=0; puis la quantité b seule, ce qui donne 

dF dF 

F+ — db=0, le système des équations F=0 et — =0 

représentera une caractéristique appartenant à une cer- 
taine surface enveloppe; et lesystèmedes équations F= 0 

dF , . .. 

eljb=Q représentera une autre caractéristique appar- 
tenant à une autre surface enveloppe infiniment voisine 
de la première. Donc le système des trois équations 
„ dF dF . . 

F=0, =0, — =0 appartiendra aux points d intersec- 

tion de ces deux caractérisques ; et par conséquent , si 
l’on élimine a et b entre ces trois équations , l’équation 


\ 
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en x,y,z qui en résultera, représentera la surface lieu 
de tou s ces points d’intersection , c’est-à-dire une sur- 
face qui touche et enveloppe elle-même toutes les enve- 
loppes dont il a été question ci-dessus , et qui est tou- 
chée par toutes les caractéristiques ; surface à laquelle 
l’équation différentielle proposée doit encore appartenir, 
mais qui ne répond évidemment qu’à une solutio^ 
particulière de cette équation. 

Nous ajouterons qu’il existe généralement plusieurs 
équations différentes , analogues à l’équation (1) du 
n“ à72, contenant deux constantes arbitraires, qui peu- 
vent conduire à la même équation différentielle (3) , et 
produire les mêmes surfaces enveloppes auxquelles ré- 
pondront l’intégrale générale de cette équation et la so- 
lution particulière dont il vient d’être question. 

Intégration des équations linéaires aux différences 
partietles du premier ordre. 


V76. Une équation aux différences partielles est li- 
néaire lorsque les coefficients différentiels ne s'y trou- 
vent qu’à la première puissance. Le cas le plus simple 
est celui où ces coefficients sont multipliés par des con- 
stantes. Les équations de ce genre ont la propriété d’étre 
satisfaites par la somme d’un nombre quelconque de va- 
leurs particulières, propriété qui donne immédiatement 
l’intégrale. ' 

Soit en effet l’équation 


P 


dz' rfï 

dx dy 



dans laquelle P et Q, sont des nombres constants. Pre- 


| 
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nant pour valeur particulière ( m et n étant des con- 
stantes ) 

dz dz 

+ d’où — = m.e mx + n r , -j- = n.e‘“+v, 

’ dx dy 

et substituant cette valeur dans l’équation proposée , 
il vient 

■ mP 

mP ■+■ nQ = 0 , d où n — — ■ 

La valeur z = e ( °) , ou z=e m ^ a ~ p r) , dans la- 

quelle m demeure indéterminée , satisfait donc à l’é- 
quation proposée. Ainsi, l’on peut prendre pour l’expres- 
sion de la fonction z une série formée d’un nombre 
quelconque de termes, telle que 

s=A 1 e m,(Qx - Pi } + A,e"* (Qx - Pj ' ) 4- A,e'" ,(0x_Pj ’ ) + etc. , 

dans laquelle m t , m t , m 3 , etc. , A t , A,, A 3 , etc. , désignent 
des constantes entièrement arbitraires. Or, il est vi- 
sible qu’une telle série équivaut à une fonction arbi- 
traire de la quantité Q.r — P y qui se trouve dans tous 
les termes. La formule précédente peut donc s’écrire 

Pr) . 

Y étant le signe d’une fonction arbitraire , et l’on aura 
ainsi l’intégrale générale de l’équation proposée. On 
vérifie en effet , que cette expression de z satisfait à 
l’équation dont il s’agit. 

477. L’équation 


dz 


dz 
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dans laquelle P,Q désignent toujours des nombres con- 
stants , s’intégre de la même manière. La substitution 
delà valeur particulière z=e m *+*r donne pour équation 
de condition 

wP-t-nQ = 1, d'où 
Ainsi les expressions 


1— nQ 1 — «tP 

ms = — p~ » ou "= — • 


î+.f—Z') 



dans lesquelles les constantes ni ou n demeurent arbi- 
traires, satisferont à l’équation proposée. Cette équa- 
tion sera également satisfaite par les valeurs 

z-eke^-^ et z= 


et par conséquent par les deux séries 


z = ek [A.e"^" Vr) -t- A,e“* w '- p rt 4- A s e m ^ M ~ p '> + etc . ] , 
2 = e'P + Bje ^ p r-0*) + etc .] , 


dans lesquelles A,, A,, etc., tn, m % , etc-, B t , B,, etc., 
n t , etc., représentent des coefficients arbitraires. 
Ces séries équivalent aux expressions 


L " ■* 

z = eQ. ?(Qjr— Pj), .r = e p .iH p .r— Qx) , 

f et ij< étant les signes de fonctions arbitraires. Il est aisé 
de reconnaître que la même surface peut être également 
représentée par ces deux expressions. L’une ou l’autre 
est l’intégrale générale de l’équation proposée. 


* 
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478. Considérons maintenant 1 équation 

dans laquelle P,Q,R, désignent des fonctions quelcon- 
ques des variables x,y,z. Représentons par 

/(•r,r. *î=o, 

l’intégrale générale de cette équation qui doit contenir 
une fonction arbitraire de ces variables. En la difïéren- 
tiant successivement par rapport à a; et à y, il viendra 


df 4f 0 

dx * dz dx ’ 


ÛL 4. — n 

dy dz dy 


dou — = ro, 



df 

dz 

dx 

doc 

~V' 


dz 


- d l 

dz 

dy 

dy 

df ' 


dz 


d r 

ou — = r- : 


dz dz t 

et comme ces valeurs de - 7 - et — doivent satisfaire à 
* doc dy 

l’équation proposée, on trouve, en les y substituant , l’é- 
quation 

P 7 ^+Q§^+R ^ = 0. 
doc dy d z 

D’ailleurs , en différentiant complètement l’équation 
f{x,y,z) — 0 , on a , 

df , df J df , A 
' df 

Prenant dans cette équation la valeur de^-j et la sub- 
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stituant dans l’équation précédente, il viendra 


(Pdr— Qdx) ££+(P,/ 3 _R dx)% = 0 . 

dy dz 


Or, la fonction f(x,jr,z) devant contenir une fonction 
arbitraire des variables x.y,z, il est nécessaire que l’é— 
quatipn précédente soit satisfaite, quelles que soient les 
df df 

valeurs des fonctions — et ; d’où l’on conclut que 
dy dz • ' 

l’on doit avoir séparément les équations 

» 

P dy — Qdx=0 , . 

, Pdz — Rrfx=0 , 


lesquelles, par l’élimination de dx, donnent 
Qdz — Rdr=0. 


Ces trois équations aux différences ordinaires , dont 
deux quelconques entraînent la troisième, résultent né- 
cessairement de l’existence de l’équation aux différen- 
ces partielles proposée, et subsistent toujours avec elle. 
Admettons que de ces équations, ou d’une combinaison 
quelconque de ces équations, on puisse déduire par 
l’intégration deux équations primitives contenant cha- 
cune une constante arbitraire, et que< nous désignerons 
par 

M=« et ' N=Z>, 

a et A étant les deux constantes arbitraires , et M,N des 
fonctions Aaxyy. On pourra tirer des deux équations 
M=a, N=A, les valeurs de ret^en z, et les substi- 
tuant dans l’équation f(xy,z )=0, où il ne se trouverait 
plus alors que la variable z avec les constantes arbi- 
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traires a,b, et d’autres constantes non arbitraires. Mais 
puisque l’on doit avoir df— 0, il est nécessaire que 
la variable z disparaisse de cette équation par suite de 
la substitution de" valeurs de x eide y. Ainsi l’équa- 
tion doit se réduire (iniquement à une re- 

lation entre les quantités a, b; relation que nous pou- 
vons représenter par 

4>(a,à)=0, 

<l> désignant une fonction entièrement arbitraire. Et 
comme a et b peuvent être remplacées respectivement 
par leurs valeurs M et N en fonction de xy,z, on yoit 
que l’intégrale cherchée sera 

<j>{M,N)=0 ; ou si l’on veut N=«,(M) , 

ç désignant aussi une fonction arbitraire 


479. Les notions géométriques indiquées dans le 
n° kTh, conduisent au même résultat. Remarquons qu’à 
l’équation proposée 

_ dz dz _ 

p 3î + «^= r - 

se réunit toujours l’équation générale 

dz cLz 

dz=- T -dx+—dy. 
dx dy 

Eliminant ^ , ou^, on trouve les deux équations dis- 


tinctes 


dz 


(P dy—Qdx) -j- =R dy—Qdz, 

(P dy—Qdx) =Pdz— Rdx , 

dy 
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qui doivent nécessairement être satisfaites d’elles- 
mêmes; car autrement on en tirerait des valeurs déter- 
. , , dz dz 

minees de ~ et — en x,y,z , ce qui est impossible , 

puisque l’équation proposée ne peut déterminer la di- 
rection du plan tangent en un point donné quelconque, 
attendu que par ce point on peut faire passer une infi- 
nité de surfaces représentées par l’équation proposée. 
Donc on a séparément les trois équations 


P dy — Qdx=0 , 
P dz — TW.r=0 , 
Qdz — Rdy—O , 


dont deux quelconques entraînent la troisième. Comme 
les relations exprimées par ces équations dérivent de 
l’équation différentielle proposée, la courbe à laquelle 
elles appartiennent , doit résulter de l’intersection de 
deux des surfaces auxquelles appartient l’équation pro- 
posée elle-même ; et par conséquent cette courbe est 
celle que l’on a désignée dans le n" 474, sous le nom de 
caractéristique. Si l'on déduit des équations dilféren- 
tielles précédentes ses équations en termes finis, sous la 
forme 

M=a, N— b , 


elles représenteront toutes les caractéristiques possibles 
en y faisant varier à volonté les constantes a et b. Mais 
si l’on regarde b comme une fonction quelconque 9 de 
la quantité a, les deux équations 


M =a, 


N=tp(a) , 


ne représenteront plus que la série des caractéristiques 
qui sera déterminée par la nature de la fonction ? lors- 
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qu’on fera varier a depuis — - jusqu’à 4- Enfin si l’on 

élimine a entre ces deux dernières équations, le résul- 
tat de cette élimination , qui est 

N=*(M) , 

appartiendra à la surface lieu de cette série de caracté- 
ristiques, c’est-à-dire, vu l’indétermination de la fonc- 
tion <f, à l’une quelconque des surfaces enveloppes aux- 
quelles appartient l’équation proposée, et qui sont 
représentées par son intégrale générale. 

480. On a supposé, dans ce qui précède, que l’on pour- 
rait intégrer deux des équations de la caractéristique; 
ou deux équations quelconques résultant de la combi- 
son de celle-ci. Cette intégration n’est pas toujours pos- 
sible, parce que les trois variables x,y,z se trouvent à 
la fois dans les équations dont il s’agit , tandis qu'elles 
ne contiennent que les différentielles de deux d’entre 
elles. Mais l’on peut toujours néanmoins concevoir l’in- 
tégrale générale déduite de ces équations sous la forme 
à laquelle on est parvenu dans les numéros précédents. 
En effet, si l’on considère deux de ces équations , telles 
que 

P dz — , 

Qdz — Rdy=0 , 

on remarquera que puisqu’elles appartiennent à une 
courbe, on ne peut plus y regarder qu’une seule des 
variables comme indépendante. Prenons, par exemple , 
z pour variable indépendante : ces deux équations 

* * • 9 dx 

contiendront, outre les variables x,jr,z y Tune 


Y 
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, dy 

l’autre — . Différentiant la première on aura une équa- 

* 

-doc d y ti^jc 

tion du second ordre contenant -y- et -r-r. On a 

dz dz d z 

donc maintenant trois équations entre lesquelles on peut 

dy f 

éliminer y et : le résultat de l’élimination sera une 

équation aux différences ordinaires du second ordre 
entre les variables x et z seules. 

Cette équation , conformément à ce qu’on a vu 
n” 474, a nécessairement deux intégrales du premier , 
ordre ayant chacune une constante arbitraire. Admet- 
tons que l’on obtienne ces intégrales qui contiendront 

toutes deux -p. On pourra éliminer cette fonction au 

doc 

moyen de l’équation P — R =0, et il restera par con- 


séquent deux équations contenant chacune les variables 
et une constante arbitraire. Mettant ces deux 
équations sous la forme 


M=a, N=*(«), 

elles donneront comme ci-dessus pour l’intégrale cher- 
chée 

N=ç(M). 

On voit par là que l’intégration de l’équation linéaire 
aux différences partielles du premier ordre se ramène 
toujours à l’intégration <#une équation aux différences 
ordinaires du second ordre à deux variables. 

481. La méthode exposée dans le n° 478, s’applique 
également aux cas où l’équation aux différences partiel- 
les proposée contient un plus grand nombre d^ariables. 
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Si cette équation est 


_ dv - dv _ dv _ 

P dâ- + Qrfÿ +R Si =T ’ 

nous représenterons son intégrale générale par 

/( »/,x % y,z)=0. 

En la diflérentiant successivement par rapport aux va- 
riables x,y,z, on en déduira 

df df_ df 

dv dx dv dy dv dz 

dx df’ dy df' dz df' 

dv dv dv 

ce qui donne, en mettant ces valeurs dans l’équation pri- 
mitive 

T^+r|: + <>f + iif=o. 

Cl JC dy il** 

I 

On a d’ailleurs , en faisant varier d’une manière quel- 
conque les variables v,x,y,z, 

, df J df , df , df , „ 

-y dv+ -y- dx+~— dy+ —■ dz=0. 
dv dx dy dz 

df 

Eliminant ^ - entre cette dernière équation et la précé- 
dente, on trouvera 

(Tdx-Pdv) ^+<Tdy— +{Tdz-Kdv) =0 , 

équation qui sera satisfaite sans déterminer la fonction 
f si l’on pose 

Tdx— Vdv~0, 

T dy — Qdv=-0 , 

® Tdz — R<&>=:0 ; 
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d’où résultent les trois autres équations 

P dy — Qdx= 0, 

P dz — l\djr=0 , 

Qdz — 0. 

Ces équations aux différences ordinaires établissent donc 
entre les variables v,x,y,z, les relations nécessaires pour 
que la fonction primitive fiv.xy, z) ait sa différentielle 
coustamment nulle , ou ne puisse contenir que des 
constantes. Si donc on trouve pour trois quelconques 
des équations dont il s’agit, trois intégrales telles que 

L—a, M =b, N— c , 

a, b, c désignant les constantes arbi traires , la substitu- 
tion dans f{v,x,y,z ) , des valeurs des trois variables dé- 
duites de ces intégrales fera nécessairement disparaître 
la quatrième, en sorte que cette fonction deviendra une 
fonction de a,b,c que nous désignerons par 

t ' I 

<j> (a,b,c). 

Mettant ensuite pour a,b,c leurs valeurs en v,x^y,z, on 
aura pour l’intégrale demandée l’équation 

<j>(L,M,N)=0 , ou N=f(L,M). 


On opérerait d’une manière semblable si le nombre 
des variables indépendantes était plus considérable. 

482. On doit distinguer le cas où un terme manque 
dans l’équation aux différences partielles 


P ê + Q|= R ’ 

parce qu’alors l’intégration ne dépend plus que de celle 



d’une équation aux diü'érences ordinaires du premier 
ordre. 

Supposons, par exemple, que le premier terme man- 
que, ou que l’on ait P=0. Les équations delà caracté- 
ristique des n° 5 478 et 479, se réduisent à 

dx= 0, 

Q<iz — R<^=0. 

La première donne 

x—a, 

«désignant une constante arbitraire , ce qui indique que 
la caractéristique se trouve constamment dans un plan 
perpendiculaire à l’axe des x. x étant constante , on ne 
regardera plus comme variables dans la seconde équa- 
tion que y et z. Soit 

N=?(«), 

l’intégrale de cette équation. Mettant x à la place de a 
dans le second membre , l’intégrale cherchée sera donc 

483. Nous pouvons appliquer la méthode précédente 
aux cas simples traités 476 et 477. Dans le cas 
du n” 476, P et Q sont constantes, et R=0. Les équa- 
tions de la caractéristique deviennent 

P dy — Qdx = 0 , 
dz =0. 

Leurs intégrales sont 

Vy— Qx=a , 

*=?(«)• 

L’intégrale générale cherchée est donc , conformément 
à ce qu’on a vu dans le n° 478, et comme on l’a trouvée 
n 0 475, 

z— - r (Pr— Qx). 
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484. Dans le cas du n° 477, lequation proposée 


étant 




P et Q sont constantes et R=z. Les équations delà carac- 
téristique deviennent 

P dy — Qdx—O , 

P dz — zdx =0, 

Qdz — zdy =0. 

Elles s’intégrent toutes trois, et donnent pour intégrales 

Py — Qx=a , 


P Iz — x=const. 
P/s — y=const. 


ou 


z.e 


'=b, 


z.e y=c, 

a,b,c, désignant trois constantes arbitraires. Ainsi, con- 
formément à ce qu’on a vu n° 478, on pourra prendre 
pour l’intégrale cherchée 


z.e v = T (P,y— Qx) 


ou 


s.e y — KPy— Q-*) , 


y et ^ désignant toujours des fonctions arbitraires , ce 
qui s’accorde avec le résultat obtenu d’une autre ma- 
nière n° 477. Quant à la troisième équation qui résul- 
terait de la combinaison de la seconde des deux 
équations de la caractéristique avec la troisième, et qui 
serait • 


s.e Q=<r(z.e p ), 


» étant le signe d’une fonction arbitraire , elle est com- 
prise dans les deux autres , et ne donne rien de plus. En 
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effet, celles-ci indiquant que z.e p et z.e 0 sont 
toutes deux fonctions de la même quantité P y — Qx, il 
en résulte nécesairement que les deux quantités dont il 
s’agit, sont fonctions l’une de l’autre. On a déjà remar- 
qué d’ailleurs que ces deux premières équations expri- 
ment la même chose, et équivalent entièrement l’une à 
l’autre. 

485. Soit, par exemple , l’équation très-simple 
dz dz 

. r 7x^ X dÿ = °‘ 

Les équations de la caractéristique se réduisent à 

ydy+xdx=Q , d’où y'+x'=a , 

dz= 0, z =fa. 

L’intégrale de l’équation proposée est donc 

z—tix'+y), 

cp désignant une constante arbitraire. En effet, l’équation 
dz dz 

— x ^ =0 étant considérée dans la géométrie, 

exprime que la projection sur le plan des xy de la nor- 
male à la surface à laquelle appartient cette équation 
passe toujours par l’origine des coordonnées ^ ou , si 
l’on veut, que la normale rencontre toujours l’axe des 
z. Cette propriété convient à toute surface de révolution 
dont l’axe coïncide avec l’axe des z, et ne convient 
qu’à une surface dé ce genre. Or, il est visible que l’é- 
quation primitive z=y ( x'+y ’) exprimant que l’ordonnée 
ne varie pas lorsque la quantité x'+y' demeure con- 
stante, ou que l’intersection de la surface par un plan 
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perpendiculaire à l’axe des z est un cercle, appartient 
également à toute surface de révolution décrite autour 
de 1 axe des z par une ligne quelconque. Cette équa- 
tion ale même degré de généralité que l’équation diffé- 
rentielle. £ 

Une équation analogue à l’équation désignée par 
F( x,y,z,a,b ) =0 dans le n° 472, est ici 

•r -4^y’-f-(z — a)’— b ’ , 

qui représente une surface sphérique quelconque dont 
le centre est placé dans l’axe des z. Si l’on prend en 
efïet, les deux équation? aux dilférences partielles du 
premier ordre, qui seront 


dz 


dz 

^+(s — a -r-=0, 

dy 


ce qui fait disparaître immédiatement la constante b, et si 
l’on élimine entre elles la constante a, on trouvera l’é- 
dz dz 

quation proposée^ a- — =0. Mais cette dernière 

équation n’appartient pas seulement à toute sphère dont 
le centre est placé sur l’axe des z. Elle appartient éga- 
lement à toute surface enveloppe des positions succes- 
sives qu’occuperait une sphère dont le centre se dépla- 
cerait sur l’axe des z par la variation de la constante a, 
et dont le rayon b varierait en même temps suivant une 
loi quelconque exprimée par la relation 6= r (a). Cette 
surlace enveloppe, qui serait donnée par l’élimination 
de a entre les deux équations 

d.y{a) 


x' +y , ’+( s — a)’ — l( a ) > 


■ 2 ^ ANNKK. 


-2(8— <4) = 


fia 

10 


Digitfeed by Google 


— i46 — 

après la détermination delà fonction <p, serait évidem- 
ment une surface de révolution dont l’axe coïnciderait 
avec l’axe des z. D’ailleurs la seconde des équations précé- 
dentes donne évidemment z fonction de a , ou a = F (z): 
Mettant pour a cette valeJJ: dans la première , on en dé- 
duira comme ci-dessus , z = <t> (x'+y*). 

On peut aussi regarder comme une intégrale parti- 
culière de l’équatiou aux différences partielles proposée 
l’équation 

x'yy' — a'(z — f>)’=0 , 


qui représente La surface d’un cône droit quelconque 
dont l’axe coïncide avec l’axe des z. La constante b est 
l’ordonnée du centre du cône , et la constante a la tan- 
gente de l’angle compris entre l’axe des z et l’arête. En 
difiérentiant successivement par rapport à x et à y, il 
vient 


x - a \z-b)~ =0 , 


dz 

-a'(z — b)-—~=Q, 
dy 


équations qui , par l’élimination des constantes a et 
dz dz , 

donnent y — — x dÿ L enveloppe des positions 

successives qu’occuperait le cône en faisant varier a 
dans l’équation x'+y* — a'[z — y(a)]*=0 est évidemment 
une surface de révolution autour de l’axe des z dont la 
figure dépend de la fonction <f> , et à laquelle appartien- 
dra également l’équation différentielle proposée. L’équa- 
tion de cette surface de révolution se trouvera en élimi- 
nant a entre les deux équations 

x'+y'— a’[z— *(a)]‘=0 , 


et 


. . . d.da) 
z—^(x)+a — p-i =0. 

d* 


Or, la seconde indique que z est une fonction quelcon- 
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que de a, et par conséquent « une fonction quelconque 
* S2:d ou l’on voit par la première que z doit être une 
fonction quelconque de x+y, comme on l’a trouvé ci- 
dessus. 


486. Considérons encore l’équation 
dz dz 

x -J- +^-r-=z. 
o,jc d.y 

Les équations de la caractéristique seront 

*dy—ydx= 0 , 
xdz — zdx=0, 
ydz — zdy =0. 

Toutes trois sont immédiatement intégrables, eton trouve 

en les intégrant 


y 

- =a. 




Z 

y~ c ' 


a,b,c désignant toujours des constantes arbitraires On 
peut donc prendre pour l’intégrale de l’équation pro- 
posée 1 une ou 1 autre des trois équations 

;-(;)• 

aU'Î-'T^' ' S ‘ C ° mpriie daM le » P™wim. 

nsi intégrale generale »e forme loi de l'une ou de 
1 autre des expressions 






«ans la géométrie, l'équation proposée 


dz dz 

* : <fy +y dx- Z = b ’ 
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exprime que les plans tangents à la surface à la- 
quelle appartient cette équation passent tous par l’ori- 
gine des coordonnées , propriété qui convient à toute 
surface conique dont cette origine est le centre ou 
sommet, et qui ne convient qu’à ces surfaces. Or, il 

' • • 2 /V\ 2 

est visible que les équations — =?( — ), ou— =■} 

x \x J y 

caractérisent également les surfaces dont il s’agit, puis- 

i Z Z 

qu’elles expriment que les rapports - ou demeurent 

& y 

\ y , y ' • 

constants en même temps que le rapport - ; ou si l’on 

veut, que tout plan passant par l’axe des z coupe la sur- 
face suivant une ligne droite. 

L’équation analogue à l’équation F(x^y,z,a,b)~Q du 

n° 472, est ici . 

ax+by — z— 0, 



qui appartient à un plan quelconque passant par l’ori- 
gine des coordonnées, lorsqu’on y regarde a et b comme 
des constantes arbitraires. Ses deux équations différen- 
tielles du premier ordre sont 



et 



et donnent par l’élimination de a et b l’équation pro- 
posée ; cette équation appartient non-seulement à ce 
plan , mais à toute surface enveloppe de l’espace que le 
plan parcourrait en le faisant mouvoir par la variation 
des constantes a et b, sans qu’il cessât de passer par l’ori- 
gine des coordonnées, surface qui serait évidemment une 
surface conique dont l’origine des coordonnées serait le 
centre. On en aurait l’équation en prenant 6= » (a ) , et 
éliminant a entre les deux équations 
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ar+;(a) y — z=0 et 


dMa) 


Or, la seconde donne — = fonction de a,oua= fonc- 

y 

3C Z 

lion de On déduira donc de la première - = fonc- 

r y 

JC 

tion de — , conformément à ce qu’on a trouvé ci- 
dessus. 

XXXVIIL ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES , 
LINÉAIRES ET A COEFFICIENTS CONSTANTS , dVn ORDRE 
QUELCONQUE. 

487. Ces équations méritent une attention particu- 
lière, parce que c’est par leur moyen que les géomètres 
ont exprimé, dans les cas les plus simples, et que l’on . 
peut appeler normaux , les lois générales des principaux 
phénomènes dont l’étude est l’objet de la philosophie 
naturelle. Elles ont pour caractère propre de pouvoir 
toujours être satisfaites par une infinité de solutions 
particulières , comprises dans une même formule , que 
l’op peut regarder comme une sorte de type analyti- 
que, auquel appartient la propriété dont l’équation 
diliérentielle est l’expression. L’ensemble de ces solu- 
tions donne sur-le-champ une intégrale générale dans la- 
quelle il se trouve des quantités arbitraires , qu’il s’agit 
de déterminer ensuite d’une manière conforme aux 
conditions spéciales appartenant à chaque question. 

Considérons, par exemple, l’équation du second or- 
dre suivante entre les deux variables indépendantes x,j 
et la variable z supposée fonction des deux autres , 

„ d'z „ d'z „ d'z „ dz dz 

V dï+ Q dïdy +K dÿ’+ S dï +T 
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dans laquelle P,Q,R,S,T représentent des quantités 
constantes quelconques. Nous aurons ici pour la valeur 
particulière qui satisfait à cette équation 

z=«*"* + "r, 

» * 

m,n désignant des constantes , pourvu que ces constan- 
tes satisfassent elles-mêmes à l’équation de condition 

Pm’+Qwn+Pn'+Sm+Tn+l =0 ; 

et comme cette équation perihet de prendre arbitraire- 
ment l'une des deux quantités moun, on voit qu’il 
existe une infinité de systèmes de valeurs réelles ou 
imaginaires qui peuvent être attribuées à ces deux 
quantités , avec la condition de rendre l’expression 
z=ze m *+ R r propre à vérifier l’équation proposée. 

serait également vérifiée par la somme 
conque de valeurs semblables à la pré- 
cédente, affectées chacune de coefficients constants 
quelconques. On peut donc écrire 

z= Ac" 1 * + *r+A,e m >* + "O'+A.e"** + "u + etc. , 

.** i » ‘ . - 

et cette expression sera l’intégrale générale de l’équa- 
tion proposée, si la série comprend tous les systèmes en 
nombre infini de valeurs de m et n qui satisfont en- 
semble à l’équation de condition précédente. Les coeffi- 
cients constants A, A,, A,, etc., restent entièrement arbi- 
traires. Cette expression de z doit être regardée comme 
ayant le même degré de généralité que l'équation diffé- 
rentielle elle-même. 

Ces notions peuvent évidemment être étendues à 
toute équation différentielle du même genre, quelque 


Cette équation 
d'un nombre que 
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soit le nombre des variables indépendantes et l’ordre de 

l’équation. 

488. Les questions qui ont été résolues par l’intégra- 
tion des équations aux différences partielles , apparte- 
naient principalement à la théorie du mouvement de la 
chaleur, ou à la mécanique. Dans les premières, la tem- 
pérature d’un point donné d’uu corps est regardée comme 
une fonction du temps etdes trois coordonnées de ce point. 
L’équation différentielle exprime certaines relations qui 
doivent subsister entre les coefficients différentiels par- 
tiels de cette fonction, relations qui dérivent immédia- 
tement du principe de la communication de la chaleur 
et qui sont communes à toutes les questions. L’inté- 
grale doit satisfaire à ces relations, et de plus à certai- 
nes conditions particulières, qui dépendent de la figure 
du corps , du mode d’échauflement ou de refroidisse- 
ment , enfin de l’état initial des températures des di- 
vers points. Dans les questions de mécanique, où l’on 
considère le mouvement d’un système de corps , on 
regarde les coordonnées variables des points qui se dépla- 
cent, comme des fonctions du temps et de leurs coor- 
données initiales. Les équations différentielles expri- 
ment les lois générales du mouvement. Les intégrales 
doivent satisfaire à ces équations, aux conditions par- 
ticulières du système , et représenter, quand on y sup- 
pose le temps nul , l’état initial de repos ou de mouve- 
ment dans lequel ce système se trouvait à l’instant d’où 
le temps est compté. Pour donner, dans les cas les plus 
simples, une idée de la manière dont ces intégrales se 
forment, on considérera les questions suivantes. 

489. Concevons, comme dans le n 448, uue barre 
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cylindrique ou prismatique dont les dimensions trans- 
versales sont très-petites. Admettons que cette barre, 
d’une longueur déterminée, ait été primitivement 
échauffée d’une manière quelconque, puis placée dans un 
milieu dont la température constante est zéro, et que 
ses deux extrémités soient aussi maintenues constam- 
ment, par une cause quelconque, à la température 
zéro. 11 s’agit, l’état de température initial de la barre 
étant donné, de connaître les variations que subiront 
avec le temps les températures des divers points, jusqu’à 
ce que l’excès de chaleur qui lui avait été communiqué 
s’étant dissipé dans le milieu environnant , ces tempé- 
ratures aient été toutes réduites à la température même 
du milieu. On nommera 

n l’aire de la section transversale de la barre ; 

7 le périmètre de cette sectiou ; 

x la distance d’une section quelconque à l’une des 
extrémités ; 

v la température qui a lieu dans cette section à la fin 
du temps t ; 

a la longueur de la barre ; 

K, A les conducibilités intérieure et extérieure ; 

C la chaleur spécifique ; 

D le poids de l’unité de volume. 

La chaleur passe des parties les plus échauffées de la 
barre dans celles qui le sont le moins , en même temps 
qu’elle se dissipe, soit dans l’air environnant en tra- 
versant la surface de la barre, soit en s’écoulant par 
les deux extrémités maintenues à la température zéro. 
Si l’on considère l’élément du prisme dont la longueur 

’ « , i 
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est dx, et dont le volume est n dx , on reconnaît que 

t dv 

la température de cet élément s’élevant de -jj dt dans le 

temps dt, l'excès de la chaleur qu’il reçoit sur celle qu’il 

perd dans le même temps , doit être CD.ndx ^ dt. 

Or, la chaleur qu’il reçoit dans le temps dt par sa 

dit y 

première extrémité est — K.n^ dt ; celle qu’il transmet 

/ dv d'v \ 

par l'extrémité opposée est — K.o y 1 ^ 

celle qu'il perd au travers de sa surface est li.ydx.vdt : 
d’où il suit que la chaleur qui reste dans l’élément est 

— hy.v'j dxdt. Egalant cette quantité de cha- 
leur à celle qui est nécessaire pour produire l’éléva- 
tion de température qui a lieu dans cet élément , il 
vient 

dv K d'v hy 

dt GU cLc' a U ‘ 

pour l’équation aux différences partielles qui exprime 
la loi du mouvement de la chaleur dans la barre. 

Cette équation devient plus simple en posant 

11 , u désignant une nouvelle variable : elle se 
réduit alors , en écrivant pour abréger h à la place de 

k ; 

, a 


CD 


du , cTu 

di~ k Z?' 


Conformément à ce qu’on a vu dans le n° 487, on y sa- 
tisfera par la valeur particulière u—e m * +n, ) pourvu que 
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les constantes m et n vérifient l'équation n=km'. Ainsi 
l’intégrale générale est 


dans laquelleles constantes m,m t ,m„etc., et A, A„A,, etc., 
sont entièrement indéterminées. 


490. Cette intégrale, aussi bien que l’équation dif- 
férentielle , appartient à toutes les questions où il s’agit 
du mouvement de la chaleur dans une barre prismati- 
que dont les dimensions transversales sont très-petites, 
placée dans un milieu dont la température est con- 
stante. Elle doit satisfaire dans la question dont il s’a- 
git ici aux deux conditions suivantes : 1" que la valeur 
de v, et par conséquent celle de u , soient toujours 
nulles aux points extrêmes de la barre, c’est-à-dire pour 
les valeurs x=0,x=a ; 2° qu’en supposant t=0 l’expres- 
sion de v s’accorde avec l’état initial des températu- 
res , que l’on doit supposer donné sous cette forme 
v='.{x),y désignant une fonction entièrement arbitraire. 

L'expression précédente ne satisfera pas à la condi- 
tion de donner u=0 pour les valeurs x=0 et x=a, en 
prenant pour les nombres m, m„ m t , etc., des valeurs 
réelles. Mais en leur attribuant des valeurs imaginaires 

m \/ — 1 , m i V — 1 , m, V — 1, etc., et remplaçant cha- 
que exponentielle imaginaire par sa valeur en sinus et 
cosinus d’arcs réels, on aura, au lieu de cette expression , 
la formule 


M=r(Asin.ma:4-Bcos./ax)e-‘”‘ , '+(A 1 sin./// i j:-)-B,cos.//i 1 ar)e“ l1 "''’' 
-HA^in.m>r+Brf;os.//i^r)e — 1 lm »’'-|-etc. ; 

dans laquelle on doit, pour lui conserver toute la géné- 
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ralité quelle comporte, donner des coefficients aux ter- 
mes sin.mx.e-*"’', cos .mx.e- km '‘, et ainsi des autres, 
parce que ces termes vérifie^ séparément, ainsi qu’il 
est facile de s’en assurer, l’équation différentielle 
du d*u 

M a i s dans le cas particulier dont il s’agit, 

nous devons nécessairement supposer nuis tous les coef- 
ficients B.B^B,, etc., puisque les termes qu’ils affectent 
ne peuvent se réduire à zéro lorsque l’on suppose x=0; 
et nous devons prendre simplement la partie de l’inté- 
grale qui s’accorde avec cette condition ; savoir : 

tt=Asin.mx.e-*“’'+A,siD wt,x.e-* m i’'+A^in./n,x.e-*"> ,< +etc. 


Pour satisfaire ensuite à cette autre condition que u=0 
lorsque x=a , il suffira de choisir, pour les nombres 
m,m„m„ etc., des multiples exacts de la demi-circon- 
férence divisée par a. Nous écrirons donc 


At> k 

. r.x ~’~T' , . 2~x ~ ’ 

u=A,sin. — .e ° +A,sin. 

a a 


r,a -t-Ajsin.-i^.e ° J 
a 


et en concevant cette série prolongée à l’infini, le résul- 
tat présentera toute la généralité possible, avec les con- 
ditions que l’expression de u satisfasse à l’équation dif- 
férentielle et donne u=0 lorsque x=0 et x—a. 

491. 11 reste à satisfaire à la condition qu’en faHant 
t=0, ce qui donne v=u, et 


a=A,sin.— — f-A a sin. 1-AjSin. f-A.sin. — - — h etc., 

a a a * a ’ 

la série du second membre, prolongée à l’infini, repro- 
duise la valeur de la fonction donnée et arbitraire t(*), 
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par laquelle on suppose l'état initial des températures 
représenté ; c’est-à-dire que les coefficients A„ A,, A„ etc., 
qui restent encore arbitrées , doivent être déterminés 
par la condition que l’équation 

. . , . nx . . 2n.r . . 3*tx . . Inx 

c(x)=A,sin. hAsm (-A.sin.- HA, sin. l-etc..., (A) 

a a a a 

subsiste pour une valeur quelconque de la variable x 
comprise entre x=0 et x—a. 

Concevons que l’on ait partagé la longueur a de la 
barre en un nombre n — 1 de parties , n étant un nom- 
bre entier très-grand, et qui tend à devenir infini, et 
désignons par x„x t ,x } ,...., jc« les abscisses des points de 
division. On posera les équations 

, . r.X, . . 2 nX, . 3 nX, . fltrX, 

ÿ(.rJ=A 1 sin.- — -+AiSin. 1-A,sin. h +A»sin. , 

a a a a 

, . , . . • 3" X , . IlirX, 

ft(jr 1 )=A,sin. hA,sin. t-A,sin. p -fA^sin. , 

a a a a 

. t . jt , . 2nx, . n-x, 

c (.r,)=A,sin. hA.sin.— hA,sm. (- +A„siu. , 

a a a a 


A ' ’ KX * . . . 2irJT a . 3 ttX n 

if(j:„)=A,sin. — -fA,sm. — — (-AjSin. f- 

• a a a 


+A«sin. 


ïvrcc n 


qui doivent toutes subsister , et d’où Ion peut déduire 
les valeurs des coefficients A t ,A„A„ A.. Pour opé- 

rer l’élimination qui donnera la valeur du coefficient A, 

• • * ir " r , . , 
appartenant au terme A, sin. , on multipliera la 

première des équations précédentes par sin. 
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la seconde par — - sin. , la troisième par 

r «4-1 « 

a . iltX, r. , j . , a jr.Xn 

sm. — -, etc., enfin la dermere par — -sin.-—. 

n-rl a ' r «t-1 a 

On ajoutera ensuite toutes ces équations. Or, il est 
visible que le nombre n étant supposé infiniment grand , 

l’intervalle-^- devient l’élément infiniment petit dx\ et 
«4-1 

1° la somme des premiers membres ne diffère point 

r 00 i-x 

de l’intégrale définie I zir.sin.— y(x). 

2" Si l’on désigne par A j sin un terme quelcon- 
que du second membre de l’équation (A), la somme des 
termes correspondants dans les équations précédentes 

, . Ÿ'°° I X . jr.X 

ne diffère point de Aj U dx. sin. —sia.-—. 

0 

3" Enfin la somme des termes contenant le coefficient 

/ « ii tx 

dx.sin . — • 

O a 

Remarquons maintenant que l’intégrale définie 


1 


. IT.X . JT.X 

dx. sin. .sin. , 

a a 


est nulle tant que les nombres i et j sont des nombres 
entiers différents l’un de l’autre, puisque cette intégrale 
revient a 




[i—j)nx __ (i-h/>xq 

cos. — cos. I . 

a a J 


Mais si .les nombres i ety sont égau*, ou s’il s’agit de 
| rf-r.sin.’-^, 


l’intégrale 
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on trouve pour sa valeur - , Ainsi l’opération précé- 
dente a fait disparaître tous les termes , hors un seul , 
et il reste pour déterminer le coefficient cherché , l’é- 
quation 

inx a 

«.r.sm. — 

a 2 

d’où l’on déduit 

2 f°° , inx 

A; = - I d-r.sin. .v(x ) , 

a J„ a 

pour l’expression d’un coefficient quelconque dans le se- 
cond membre de l’équation (A). Chacun de ces coefficients 
est donné par une intégrale définie sous le signe de la- 
quelle entre la fonction arbitgiire cf(x). Cette intégrale 
représente l’aire d’une courbe que l’on forme en multi- 
pliant , dans l’intervalle compris entre x=0 et x—a, les 
ordonnées correspondantes des deux courbes qui seraient 

, , . in x 

representees par les équations y=i[x) et y—sm. — : 

elle peut toujours être calculée , pourvu que l’ordonnée 
n’ait pas de valeurs infinies dans cet intervalle , circon- 
stance qui n’a jamais lieu dans les questions physiques 
auxquelles s’applique cette analyse. 

L’équation (A) devient donc (en mettant sous le si- 
gne des intégrales définies une autre variable a à la 
place de x ) , , 

, , 2 T . nX Ç a . Jta 2nX Ç a . 2na 

y(.r)= - I sin. — I d*sm.— .--(aj+sin.— - I rfasin. — .*(*) 

«l a '° a n y ' a 

3nxÇ a , 3*ra 

+ sm. I rtAsin — ,y(«)+etc. 
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que l’on peut écrire, pour abréger 



i désignant un nombre entier quelconque. On prouve 
d’ailleurs qu’une telle série est nécessairement conver- 
gente, quelle que soit la fonction arbitraire ?(x), c’est- 
à-dire que la somme des termes , à mesure que l’on en 
prend un plus grand nombre, approche toujours d’une 
limite déterminée , qui est la valeur du premier mem- 
bre, pourvu que l’on ne donne à la variable x que des 
valeurs comprises entre o et a*. Au delà de cet inter- 
valle le second membre de f équation affecte des valeurs 
périodiques, qui ne s’accordent plus en général avec cel- 
les que pourrait donner la fonction arbitraire cp(x). 

Il ne sera pas inutile de remarquer qu’il ne peut être 
permis d’omettre dans le second membre de l’équation 
(A), un seul des termes appartenant à la série des sinus 
des arcs égaux à la demi-circonférence multipliée par un 
nombre entier quelconque ; car cette omission ôterait à 
l’intégrale cherchée la généralité nécessaire, l’intégrale 
devant toujours comprendre , sans aucune exception , 
toutes les expressions analytiques qui satisfont à l’équa- 
tion différentielle et aux conditions particulières de la 
question. C’est ce qui devient manifeste en remarquant 

. „ , , . . 3*x 

que si Ion omettait, par exemple, le terme A,sm. — — , 

on trouverait alors en multipliant les deux membres de 

l’équation (A) par r&e.sin. — — ,et intégrant ensuite depuis 

• Voyez la note à la fin de l’article. 
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( •<* 3~ ,y 

dr. sin. q>(ac)==0, 

résultat qui ne peut évidemment subsister en général , 
mais seulement pour certaines formes particulières de 
la fonction *(.r). 

492- D’après ce qui précède, la température variable t> 
des différents points de la barre se trouvera donc expri- 
mée par la formule 


O / £2 

p = -.e a . 

CL lmma\ 


î * ça 

, — 7 1 I tjra 

° I dx sin.- — .f(a), 

J o CL 


qui résout entièrement la question proposée. Elle indi- 
que la manière dont la chaleur se propage et se répartit 
dans la barre. Les termes successifs de la série sont af- 


fectés des facteurs e cu a ‘ , e CD °’ , e CD *’ , etc., 
qui se réduisent tous à l’unité quand t=0, mais qui, 
lorsque t augmente, prennent des valeurs très-inégales, 
décroissant d’autant plus rapidement à partir du premier 
terme que le temps t est plus grand. Il en résulte qu’à 
mesure queletempss’écoule, les derniers termesdela série 
disparaissent successivement , et que bientôt elle peut 
être réduite à ses deux premiers termes, ou même à son 
premier terme seul ; en sorte que l’on a simplement 

fhy K ir’\ Ça 

9 — 1 f TTf. -, J 1 . T.X 1 , 77a 

u=-.e ' sl CDa /.sin. — I dy., sin. — .?(*)• 
a a J o a 

Ainsi quelque arbitraire et irrégulier que puisse être 
l’état initial de la température , elle tend rapidement à 
se rapprocher de la distribution indiquée par cette 
expression , c’est-à-dire d’un état tel que les tempéra- 


* K 3V* 

‘ e ~ CD ~ t 
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tures des divers points sont proportionnels aux sinus 
des arcs compris dans la demi-circonférence. Ces rap- 
ports une fois établis ne s’altèrent pas. Les températures 
de tous les points s’abaissent à la fois en conservant les 
mêmes proportions, et ce n’est à la rigueur qu’après un 
temps infini que tout l’excès de la chaleur qui avait été 
donné à la barre étant dissipé, chacun des points est 
amené à la température zéro du milieu dans laquelle elle 
est placée. 

493. On reconnaît d’ailleurs que la solution précé- 
dente, par cela seule qu’elle représente l’état initial et 
satisfait àl’équation diflérentielle, est la seule qui puisse 
être obtenue , et que toute autre solution ne pourrait en 
différer. En effet, lorsque le premier état v 0 = : (x) des 
températures est donné , l’équation différentielle faisant 

* * ' # * dv 

connaître la valeur du coefficient -y- , détermine la tem- 

du n 

pérature v„+ -jj qui a lieu après le temps ûf pour 

un point quelconque , avec une exactitude d’autant plus 
grande que bt est plus petit. Elle déterminera égale- 

dv dv 

ment les températures v=v<+ Vj=p,+ , etc., 

qui auront lieu après les temps 2^£, etc., Or, 
l’expression précédente donnant lorsque t=0, et 

satisfaisant à l’équation différentielle donnera évidem- 
ment en y supposant f=.i£,=2^f,=3At, etc., les mêmes 
® valeurs etc. (l’intervalle ar étant supposé, comme 

on doit le faire, infiniment petit). Ainsi la solution est 
unique, et nécessairement exprimée par la formule pré- 
cédente. - 

2* ANNÉE. 11 
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494. Nous considérerons maintenant la question du 
mouvement de vibration d’une corde tendue entre deux 
points fixes. On suppose que cette corde ait été déran- 
gée d’une manière quelconque de sa figure naturelle rec- 
tiligne, et que l’on ait imprimé des vitesses quelconques 
à tousses points : il s’agit de déterminer les mouvements 
qu’ils affecteront. Nous supposerons, pour jjlus de sim- 
plicité, que ces mouvements s’opèrent dans uu plan, et 
de plus, que les écarts de chaque point à partir de la li- 
gne droite tracée d’une extrémité fixe à l’autre, sont 
très-petits, en sorte que l’on peut négliger les puissan- 
ces supérieures des nombres qui les représentent. On 
désignera par 

x l’abscisse d’un point quelconque de la courbe af- 
fectée par la corde, à la fin du temps t ; 

y l’ordonnée du même point ; 

a la longueur de la corde entre ses deux extrémités 
fixes ; 

p le poids de la corde pour l’unité de longueur ; 

P un poids égal «à la force avec laquelle la corde a 
été tendue ; 

g la vitesse imprimée aux corps pesants parla gravité 
dans l’unité de temps. 

Le mouvement de chaque élément de la longueur delà 
corde, dont le poids peut être exprimé par pdx , et la 

masse par ^ dx, peut être déterminé en considérant • 

S 

cet élément comme un point matériel libre , pourvu que 
l’on ait égard aux forces qui le sollicitent par l’effet de 
sa liaison avec les autres parties de la corde. Or, si l’on 


# 
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veut déterminer le mouvement de l’élément dans le sens 
des y, on considérera qu’à la fin du temps t, cet élé- 
ment est sollicité à sa première extrémité, en vertu de 
cette liaison , parallèlement aux y, par la composante 
dy ' 

P de la tension P de la corde, qui tend à le rapprocher 

de l’axe des a:; et à sa seconde extrémité par cette même 
composante augmentée de sa différentielle, savoir. 


qui tend à l’éloigner du même axe. Donc l’élément est 
sollicité dans le sens de l’ordonnée^ par la différence de 

d'y 

ccs deux forces , qui est P , et par conséquent la loi 
de son mouvement est exprimée par l’équation 

d'y _ ffP d'y 
~ dx ” 


pdx dy p dy 

dx’ 


ou 


g dt' dx ’ di‘ p 

qui doit subsister pour tous les points de la corde. 

495. En cherchant , conformément au n° 487 , à sa- 
tisfaire à cette équation par la valeur particulière 
j y=te”' t + al , on reconnaît que les quantités m et n sont 
assujetties à la condition 

n'^k'rn’, d'on , 

> /7rP 

en écrivant pour abréger k au heu de y - — On peut 

donc prendre y=e mi -’+ h ) et y—e’ n '~ x ~ i ‘>, la valeur de m 
demeurant arbitraire. D’où l'on conclut que l’intégrale 
générale de l’équation précédente est exprimée par 

y=A.e m (* + **)+A;e“*(* + M )+A,e , ">(- r + *')+ctc. 

-f-Be ■ * , 
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les constantes m,»*,,»»,, etc., n,n,,n,, etc. étant en- 
tièrement arbitraires, aussi bien que A,A„A„ etc.; 
B,B f ,B,, etc. 

Afin que ces constantes soient déterminées mainte--. ■ 
nantd’une manière conforme aux conditions de la ques- 
tion proposée , il faut en premier lieu que la valeur de 
y soit nulle aux deux extrémités fixes de la corde, c’est- 
à-dire lorsque x=0 et x- -a, ce qui exige que l’on attri- 
bue des valeurs imagina ires aux constantes etc., 

et «,»„/»„ etc., ou que l'on remplace par 


cos./w(x-t-At)+|/— 1 sin.w(.r ■!-&)== cos. /nx. cos . tu Æ/ — sin.mx.sin.m&l 
+(/ - î (sin . m xcos. mkt+cos . m arsi n . mkt ) , 

’• • • 

et de même par 

cos.n.r.cos.n&+sin.7i.r.sin.nfa+|/-l(sin.7i.rcos.nA<— cos.nxsinnit). 


et ainsi des autres termes. De plus, il faudra supprimer 
les termes contenant cos .mx ou cos.mr, puisqu’ils ne 
deviennent point nuis quand x=0; et quand aux termes 
contenant sin. mx ou sin. nx , on devra prendre pour 
les constantes m ou n un nombre entier de demi-cir- 
conférences divisé par a , afin que ces termes s’évanouis- 
sent lorsque x=a. Nous aurons donc pour l’intégrale 
cherchée, en donnant des coefficients différents aux ter- 
mes qui satisfont séparément à l’équation différentielle. 


lïX vht . tX 2~kt . 3 ^. 2 : 3 rrkt 

v= A,sin. — cos. t-Aj.sin. cos. f-A,sm. cos. f-etc. 

a a a a a a 


_ , itx . r.kt . 2 nx . 2 -kt . 3^x . 3 r.kt 

+B,sin. — sin. Mbsin. sin. t-B.sin. sin. hetc.- 

a a a a a a 7 


et il ne reste plus qu’à déterminer les coefficients 


I * 
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A„A,,A,, etc., et etc., d’après la considération 

de l’état initial. 

496. Supposons donc qu’à l'instant d’où l’on com- 
mence à compter le temps : 1° la figure de la corde soit 
exprimée par l'équation 2“ la vitesse de 1 un 

quelconque de ses points soit exprimée par l’équation 

< ^=z\{x),y et désignant des fonctions entièrement 

arbitraires. Pour que l’expression précédente s’accorde 
avec ces conditions, ou devra donc avoir 

irx . . 2*x . 3 rx 

®(x) = A,siii. pA,sin. PA,sin. petc., 

TV ' a a a 

rh 7TX _ 2xk , 2rx 3it/' . • 3irX 

J/(x) = B, — sin. h B. sin P B, stti. P etc., 

‘ v ' * a a a a a a 

équations d'après lesquelles les coefficients dont il s’agit, 
se détermineront conformément à ce qu’on a vu dans le 
n“ 491. L’expression complète de l’ordonnée y sera en 
conséquence 


* , «30 


y— 


2 g-, . ink iwkt [ tr.r 

-Wsin — .cos. I ax.siu. — . v(*) 

a ci ci ! 'ci 

tmmt o 

2 ‘^,*1 . lirX ivkt Ç a iirac 

-P — Jm-sin. .sin. I a*, sin. — 

rit i a a 1 a 

L <=*i •> o 




Cette expression montre que, quelque soit l’état ini- 
tial , le mouvement de la corde peut être regardé comme 
la réunion ou la superposition d’une infinité de mouve- 
ments simples oscillatoires, exprimés chacun par un 
terme des séries. Les durées des oscillations dans ces di- 
vers mouvements simples décroissent comme les nom- 
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bres 1, etc. L’état initial se reproduit alterna- 

2 u 4 

4 S * 

tivement d’un côté et de l’autre de la direction natu- 
relle de la corde. La durée d’une oscillation entière 

est , en sorte quelle est proportionnelle à la 

longueur de la corde entre ses extrémités fixes, et réci- 
proque à la racine quarrée du rapport du poids de l’u- 
nité de longueur de la corde au poids qui en mesure la 
tension. Ces résultats sont entièrement conformes à l’ex- 
périence. 

Des notions analogues à celles qui ont été présentées 
dans le n° 493, prouveront d’ailleurs que la solution est 
unique, et nécessairement donnée par l’expression pré- 
cédente, qui s’accorde avec l’état initial et vérifie l’équa- 
tion différentielle. 

. • < ■ . • 

HOTÏ. 

Démonstration de la convergence des séries de sinus 
d'arcs multiples , exprimant la valeur d’une fonction 
arbitraire entre des limites données. 

La convergence de ces séries, quelle que soit la fonc- 
tion ÿ(*), peut être démontrée de la manière suivante. 

Soit, pour plus de simplicité a=r. ; le terme général 
deviendra 

Ç” 

sin.ürl <2z.sin.ia.y(a). 

Supposons d’abord i pair. L’intégrale J dx. sin. ix. *(«) 
se composera d’un nombre entier de parties correspon- 

2?r 

dantes à des intervalles égaux à — pris sur l’axe des a 
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entre 0 et n- Considérons les termes de la série assez 
éloignés du premier, et où le nombre i est assez grand, 
pour que, dans chacun de ces intervalles, la ligne dont 
<P (*) est l’ordonnée puisse être regardée comme une ligne 
droite, et soit m+m l’ordonnée de cette ligne droite. Re- 
marquons que 

2ïr 


J. 


1 . , Ir. 

di.sm.ia[m+na) = — n ; 


ou en appelant a, et a, les abscisses qui répondent 
aux deux limites de cette intégrale', ce qui donne 
?(«<) 




r a * . • i 

I dot . $\n.ia (m+rn.)= - [ç(a,) — 

J * 

D'où l’on conclut immédiatement, pour les termes dont 
il s’agit , 

f" 1 

I du . sin. la . <f{a) = ? [?(0)— f (*)]. 

Supposons ensuite i impair. L’intégrale cherchée 

se composera d’abord d’un nombre entier de parties 

2ir / 

correspondantes à des intervalles égaux à —, dont 
la somme totale sera , d’après ce qui précède , 

puis d’une dernière partie 


corres- 


7T 

pondante à un intervalle égal à Or, on a 


r 


da.s\n.iu[m + na) = ~ + — , 
1 1 
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et pour cette dernière partie , 


>=?("“ 7)» « = 


f(«) 




ir 

i 


d’où résulte 


j* 77 ti*.sin.ia(OT+n«) = | — jj) +?(’ r )J- 

i 

Donc lorsque i est impair et extrêmement grand, on a 
sensiblement 


f: 


* 1 

d%. sin.ia.ç(a) = — [ÿ(0)+?(it)]. 


On conclut de ce qui précède : 1° que si la ligne dont 
*(je) est l’ordonnée se réduit à une ligne droite, on a 
exactement 

T(0)+ ^±=^;r= 

2 j” [?(0)+^Tr)]^sin.x4~sin.3x+* sin.5x+^sin.7.r+etc.'j 

n +[ç(0/-«Kw)] ( î*in.2x+|sin.4jr+^sin.6x+ 1 sio.&r+etc. 

2° que, quelle que soit cette ligne, le résultat obtenu 
tendra toujours à coïncider déplus en plus avec l’expres- 
sion précédente à mesure que l’on considérera des ter- 
mes de la série plus éloignés du premier. D’où il résulte 
qu’il suffira de vérifier cette équation pour que la con- 
vergence des séries soit démontrée dans tous les cas pos- 
sibles. 

Considérons en premier lieu la série 

U = sin.x4- - sin.3x + -sin.5x+- sin.7x + etc„ 

3 5 7 
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ne «prenons d’abord que la somme d’un nombre déter- 
miné de termes, et écrivons 

1 ' 1 1 1 

U» = sin.x4 - sin. 3x4- sin. 5x4 - sin. 7x4 4 -sin.nx, 

3 5 7 n 

n désignant un nombre impair. Différentiant par rap- 

port à x, il viendra 

— r- = cos . x 4- cos. 3x 4- cos. 5x4- cos . 7x 4- 4- cos. nx ; 

dx 

ou , d’après une formule qui sera donnée plus loin , 
d\] n sin.(//4-1)x 


dx 


2 sin.x 


On trouvera donc, en multipliant par dx et inté- 
grant , 


U „=const.~ 


cos.(n+t)jr 1 


4- 


- f * cos .{n+\)x.d\ — — ^ . 
)J vsin.x/ 


2(«4l)sin.x 2 (h+1)„ 

Pour déterminer la constante , on supposera en même 
temps x= -etn infiniment grand. Le premier mem- 
bre deviendra 1 — r + - — - + etc., — - d’où l’on conclut 
o D 7 I 

n tt 

-=.const., et par conséquent U=-. 

4 4 

Considérons ensuite la série 

1 1 1 i 

V= -sin. 2x+ .sin. 4x-*- -sin. 6 x + - sin. 8 x 4 etc., 

2 4 6 8 

et écrivons également 

sin. 2x4 7 sin. 4x4 7 siu. 6x4 -sin. 8x4 4- Sln /ix , 

■* 4 6 8 n 
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n désignant un nombre pair. La différentiation donnera 

• N 

dYn 

—, — = cos.2,r + cos. ix + cos.6or+ cos. 8jt+ 4- cos. nx, 

dx *. 1 ’ 

ou , d’après la formule citée 

dS n 1 sin.(«+1)jr 

dx 2 2sin. x 


— + r r - ; : f cos (n+l)x.rf (-A- V 
.x 2(n+l),/ Vsin.x/ 


et en intégrant 

V . X COS. (/i+1 )x 

\ n — const. ' 

2 2(71+1 )sin 

On déterminera la constante en faisant x— - et n infini. 

4 

Le premier membre deviendra \( 1— ^ -+ j - - +etc.^= -. 

3 5 7 / 8 

Donc 

— — const . — -, d’où const. = - et Y— - — — . 

8 8 4 4 2 

Nous parvenons donc aux deux expressions 

*■ 1 . . 1 . 1 . 

- =sic. .r+-sin. 3ar+ - sm. 5x+ - sw. 7.r+etc.,- 
4357 

*'■**.„ 1 . , 1 , 1 . 

£ — 2 = - sm.2a:+- sin.4ar+- sm. 6.r+ - sm. 8.r+etc., 

au moyen desquelles l’équation obtenue ci-dessus devient 
effectivement identique. 

XXXIX. MÉTHODE DES VARIATIONS. 

497 . La méthode des variations a pris naissance dans 
les questions de maximis et minimis considérés sous le 
point de vue le plus étendu ; mais son utilité principale 
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consiste dans les applications à la mécanique. Nous ne 
pouvons présenter ici que les premiers éléments de cette 
méthode et ses usages les plus simples. 

Il faut distinguer en premier lieu en quoi les ques- 
tions de maximis ou minimis qui dépendent du calcul 
des variations diflèrent des questions ordinaires du 
même genre. Dans les questions ordinaires , une quan- 
tité U est donnée en fonction d’une ou de plusieurs va- 
riables indépendantes x,y,z , etc., de manière que pour 
chaque système de valeurs attribuées à ces variables, il 
en résulte une valeur déterminée pour U. On demande 
de fixer les valeurs de x,y,z, etc., qui rendront U la 
plus grande ou la plus petite qu’il soit possible. Cette 
question, comme on l’a vu dans l’article XIV, se résout 
en posant les équations 

dXJ d\] dK 

_=°, — = 0, _=0, etc., 

auxquelles doivent satisfaire les valeurs demandées des 
variables x,y,z, etc. Quant à la distinction des cas où. les 
valeurs qui satisfont à ces équations répondent ellecti- 
vement à un maximum ou à un minimum , elle est 
fondée, comme on l’a vu également dans l’article cité , 
sur la considération des coefficients difléreutiels du se- 
cond ordre delà fonction U. 

Dans les questions qui dépendent du calcul des va- 
riations, on conçoit entre diverses quantités variables 
une relation existante , mais indéterminée , et l’on de- 
mande de déterminer cette relation de manière que la 
valeur d’une certaine fonction, valeur qui dépend de la 
relation dont il s’agit , soit la plus grande possible. 

Par exemple une courbe étant tracée entre deux points 
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fixes , la grandeur de l’air comprise entre la courbe, 
laxe des abscisses, et les ordonnées des points extrê- 
mes, est déterminée, et sa valeur résulte de la relation 
y ~fl x ) *î u ‘ cs t 1 équation de la courbe. Représentons-nous 
entre les deux points fixes plusieurs courbes qui auraient 
toutes des longueurs égales : l’équation x=f{x) sera dif- 
férente pour chacune , et l’aire , représentée par 

f “dx.jr, aura également des valeurs différentes. La 

o 

longueur de la courbe est exprimée d’ailleurs par 

J» "\/ ,+ 0ë) • 

On peut demander, cette longueur demeurant la même, 
de déterminer la figure de la courbe, c’est-à-dire la 
forme de la fonction f{x), de manière que l’aire 

J dx.y soit la plus grande ou la moindre possible. 

Concevons encore une courbe tracée entre deux points 
fixes, et considérons un corps qui descend le long de 
cette courbe en cédant librement à l’action de la gravité. 
Le temps que ce corps emploiera à parvenir d’un point 
à l’autre dépend de la figure de la courbe dont il s’agit, 
et sa valeur est exprimée, en supposant l’axe des x ver- 
tical, par 


t 


dx 


2 g(x—x a ) 


On peut demander de déterminer la relation yr^f{x) qui 
donne la figure de la courbe de manière que ce temps 
soit le moindre possible. Cette question sera plus éten- 
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tlue si l'on admet que In courbe de la plus vite des- 
cente , on brachystochrône , doit être tracée, non pas 
entre deux points fixes , mais entre deux lignes 
coui es onnees, ou outre deux surfaces courbes don- 
«ees. Les limites .r, et ^ de l'intégrale deviennent 
«lors variables aussi bien que l’abscisse du premier 

pomt de la courbe qui se trouve sous le signe d’intégra- 
tion definie. 

Une recherche de même genre est celle de la ligne la 
p ns courte qui puisse être tracée sur une surface donnée 
entre deux points fixes, ou entre deux lignes marquées 
sur cette surface. 1 

498. Ces exemples suffisent pour indiquer quelle est 
la nature des questions dont il s'agit, et à quelle recher- 
ches analytiques on se trouve conduit pour en trouver la 
solution. L expression delà quantité qu’il faut rendre 
un maximum ou un minimum se forme , d’après les rè- 
gles connues au moyen des éléments différentiels de la 
courbe cherchée. Cette expression est toujours une inté- 
grale definie prise entre des limites données , fixes ou 
variables avec certaines conditions. On doit reudre la 
valeur de cette intégrale la plus grande ou la moindre 
poss.ble, en déterminant en conséquence la relation 
a ria lytique dont dépendent les coefficients différentiels 
qu, se trouvent sous le signe d’intégration. Cette ques- 
10 “ se résout d ailleurs au moyen des principes qui s’ap- 
pliquent aux questions ordinairesde maxima et ininim!, 

On suppose que toutes les quantités variables dont dé- 

ouantit — Ti ^ ^ lotc ‘ ion P ro P<*ée augmentent de 

pet'ites * ' ra,rCS ^ i ,eum,tare «^Posées aussi 
petites quon le veut ; et dans le développement de la 


»■ , *Yïÿ >*.? ' • - , 

i - •< 




. « 
v. 




Vy*-’ 




4 

i 


-fl 

k 


ir 

* 


W 


:-4: 

■ ■>* ■ 


à*. 


■A 


OH 

■ * Il 

M 


- J 

5-3 


* 

'*u 


a 


'jr m 


. 




i ■ • >■ 1 Æ 


Sf s ï Viuk! V i 


— *74 — 

valeur qui en résulte pour cette fonction, on égale à zéro 
le terme qui contient les premières puissances de ces 
accroissements ; ou , si l’on veut , on égale à zéro la dif- 
férentielle totale de la fonction proposée prise par rap- 
port à* toutes les quantités variables qu’elle contient. 
L’équation qui en résulte doit subsister pour toutes les 
valeurs qui peuvent être attribuées aux accroissements 
infiniment petits de ces quantités variables. Elle exprime 
la condition nécessaire du maximum ou minimum. 
Quant à la distinction des cas où il y a maximum ou 
minimum , et de ceux où , bien que cette condition soit 
satisfaite, le maximum ou minimum n’existe pas , elle 
dépend de la considération du terme qui contient les 
secondes puissances des accroissements. Le maximum 
et le minimum ont lieu respectivement lorsque ce terme 
est toujours négatif ou positif, quelles que soient les 
valeurs des accroissements. 

4.99. Nous considérerons en premier lieu , le cas où 
l’on n’a qu’une variable indépendante x, et une fonction 
y dont la valeur dépend de celle de x,y représentera donc 
l’ordonnée d’une courbe dont x est l’abscisse. Il s’agit 
de déterminer la figure de la courbe de manière que l’in- 
tégrale définie 


soit un maximum ou un minimum. Les limites x 0 elx, jt 
de l’intégrale peuvent avoir une valeur constante 
donnée. Ces limites peuvent a&si , dans quelques cas, 
varier d’après certaines conditions. V est une fonc- 
tion quelconque d’un nombre déterminé des quantités 


dx .V 




dy d'y d'y 
dx ’ dx' ’ dx 1 
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etc. x étant la variable indépen- 


dante , l’élément dx est supposé constant. 

Cela posé , nous admettrons d’abord que les limites 
x o ,x„, ont une valeur constante. Dans ce cas, les points 
extrêmes de la portion de courbe que l’on considère doi- 
vent se trouver toujours sur les perpendiculaires à l’axe 
des abscisses , menées aux distances x 0 ,x fi) de l’origine ; 
et l’on fera varier d’une manière aussi générale qu’il 


soit possible la fonction proposée ( X "'dx. V, si l’on sup- 

J *• 


pose que la courbe cherchée se change dans une courbe 
quelconque infiniment voisine qui soit assujettie à 
cette condition. Or, il n’est pas nécessaire, pour opérer 
un tel changement, de faire varier x dans la fonction Y ; 
il suffit d’attribuer dans cette fonction aux quantités 

dy d'y d'y , . . , 

y, — , — ; , -r - 3 , etc., des variations quelconques m- 

(l JC Cl JC (IJC* 

dépendantes les unes des autres, que nous désignerons 

dy d'y , d'y . , . . 

par Sy , S — , « etc. Da caractéristique S . 

représente, aussi bien que la caractéristique d, un ac- 
croissement infiniment petit attribué à la quantité varia- 
ble affectée de cette caractéristique ; mais il y a ici cette 
différence que le signe d indique un accroissement ré- 
sultant du passage d’uu point de la courbe cherchée au 
point suivant de la même courbe , tandis que le signe 
S indique un accroissement résultant de ce qu’on passe 
d’un point de la courbe cherchée au point corres- 
pondant de la courbe quelconque infiniment voisine. 
De plus nous appellerons variations les accroissements 
désignés par le nom de différentielles étant conservé 


f 
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aux accroissements indiqués par d. La variation de la 
fonction \ résultant des variations attribuées aux quan- 
dy d'y d'y 

ntes y, — , —, , , etc., qui y sont contenues, sera 

exprimée par SV; et l’on aura 

iV=%+Pi^ + QÆ+RÆ+ etc. , 
dx dx dx* 

si l’on représente par N,P,Q,R, etc., les coefficients dif- 
férentiels de la fonction Y pris respectivement par rap- 
, dy d'y d'y 

port aux quantités variables j - , — , , -^p, etc. 

La condition du maximum ou minimum exige que la 
variation 


rx„ 

dx.i Y 

J x„ 

de l’intégrale définie proposée soit nullç. Cette condition 
est donc exprimée par l’équation 

0=£-^(N îr+ P J g + Q J g + R J g + «c). 

300. On remarquera maintenant que dans les termes 

Sdy 5cTy Sd'y . . . , 

, -j—; . -jp > etc. , 1 ordre des signes a et ci peut être 

interverti à volonté. En effet, l’ordonnée du point de la 
courbe cherchée étant y, l’ordonnée du point suivant de 
la même courbe est y+dy, et celle du point correspon- 
dant de la courbe voisine, est y^Sy. Donc l'ordonnée du 
point suivant de cette dernière courbe est également 
y+dy+d {y+dy), ou y+'iy+d !y+y) . Donc Sdy=dày. La 
même remarque peut être appliquée à la fonction 
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3 et aux fonctions suivantes. On a également 
dx 


3d'y 

dx' 


d’idy 

~dF 


æsy 


dx' 


-, et ainsi de suite. Nous pouvons 


donc écrire au lieu de l’équation précédente, 

Or, si l’on considère à part chacun des termes du se- 
cond membre, on voit qu’au moyen de l’intégration par 
parties ils peuvent être transformés de la manière sui- 
vante. On aura 




dSy . dP 

P -y- — couse. 4- PSy — / dx. — 3y ; 
dx dx 


puis en donnant successivement aux quantités qui en- 
trent dans cette équation les valeurs qui répondent aux 
limites x „ et x„ de l’intégrale. 


0 = const. + P o Jy o , 


x « dP 
dx TT.*"' 


d&y f 

dx.T-j- = con s ,. + PJ,.- J -~. dr 

- X o J X „ 

et en retranchant le premier résultat du second, 

L.-|-P J 

On trouvera de hiémepourle terme suivant , 


l’dx. Q = const. + QS -fdx . ^ ^ 

J v dx' dx 1 dx dx 

dr dQ d'Q 

= const. + Q3 ^ ^ iy+fdx. — Sy , 

• * > 

2 e ANNÉE. 12 


dy 


dQ Sdy 
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— Q S±S+^2ir 

V “ dx^dx Jo 


L+Q„5 


dy, a dQ m 


t 


x “ cTQ, 

J*-*? 1 ' 


tya 


I 


dx dx 

Le terme qui viendra à la suite donnera 

d^Sy d'y . r/R cP Sy 

dx R -j— r = consf.4-R<î— —Jdx. — —j—, 
dx * aar car ax 

„ d'y r/R dy r/*R . d > R . 

= co«s«.+Rd'— — — <5 - + — Sy-Jdx.— Sy ; 


] 


et par conséquent 


J X. 


„ ,r/V r/R dy d*R o% C x », cPR ' 

R °Sy — I dx. Sy 

• dx' dx dx dx * J x dx 3 ^ 

cfr» r/R a , dy» r/’R» 

Et ainsi de suite, pour les autres termes. 

D'après ces transformations , l’équation précédente 
exprimant la condition du maximum ou du minimum 
se trouve changée en 

dy\ 
dx 

-(R— etc.) — etc. 


- ( p -§ - **•) - ( Q - 5 +etc -) K 


4- (p® — — etc.) Sy» 4- (q« 


r/R» 


dx 


+etc 


■)*Ê 


4- (R» — etc.) J + etc. 
dx 


r» , /„ dP d'Q æ R \ , 

■J, H N -^ + ^-^ +etc > 


=0. 
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Cette équation doit subsister, pour que ^condition 
du maximum ou du minimum de l’intégrale définie pro- 
posée soit satisfaite , quelles que soient les variations 
marquées par le signe i. Les deux premières lignes con- 
tiennent les varia l^is des quantités^ 0 ,^j , ete. , ou 

y w , -y— , < ~r~^ < etc., < l u * représentent les valeurs que 
dx cix 

prennent les fonctions^, ^ , -^p> etc-, lorsqu’on at- 
tribue à l’abscisse x les valeurs y o ou x u qui répondent 
aux limites de l’intégrale définie proposée. La dernière 
ligne contient sous le signe d’intégration la variation 
<y de l’une quelconque des coordonnées de la courbe, 
variation qui est entièrement arbitraire. Celte dernière 
ligne doit être égalée séparément à zéro ; et il en est 
de même des deux autres. 

501. Nous aurons donc en premier lieu l’équation in-, 
définie 

_ dV d ' Q rf’R 

0 = N -S + î?-^ + ete '' 

qui appartient à tous les points de la courbe , et qui 
doit d’abord être vérifiée par l’expression dey en x qui 
résoudra la question. Cette équation sera une équation 
différentielle entre les variables x et y, dont il s’agira de 
trouver l’intégrale générale. 

Nous aurons ensuite, si les variations relatives à la 
première limite de l’intégrale sont indépendantes des va-, 
riations relatives à la seconde limite, les équations dé- 
terminées 
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o=- 


- *•- ( Q - S + M ) 




° = ( p * _ $+ etc ') , -’'" + ( Q - _ ^J +et0 ) , È 

4- (R. — etc. ) J “ + etc. ; 

dx 

qui appartiennent aux deux limites de l’intégrale, et 
qui doivent également être satisfaites par l’expression de 
y en x qui résout la question , lorsqu’on donne à x les 
valeurs extrêmes x Q ,x (ll . 

Si les points extrêmes étaient donnés de position, ou 
si les valeurs des ordonnées y a ety a étaient constantes 
aussi bien que x a et x u , on aurait alors ^=0,^,— 0, 
et les premiers termes des équations dont il s’agit dispa- 
raîtraient. Il suffirait donc, pour y satisfaire , d’égaler 
séparément à zéro les termes suivants. De même si les 
valeurs de quelques-uns des coefficients différentiels 

, etc. , appartenant à l’un ou à l’autre des points 

t 

extrêmes, étaient donnés par la nature de la question , 

on aurait = 0, — 0, etc-, pour l’un de ces 

dx dx 1 

points; ou ^~p" == 0, = 0 , etc., pour l’autre; et 

les termes affectés de ces variations disparaîtraient 
d’eux-mêmes. Quant aux termes qui ne disparaissent 
point ainsi d’eux-mêmes par suite des valeurs déter- 
minées que doivent conserver l’ordonnée y ou quel- 
ques-uns de ses coefficients différentiels dans les points 
extrêmes de la courbe, on doit les égaler séparément à 
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i • • , 

zéro. Les équations qu’on obtient de cette manière ser- 
vent en général à déterminer les constantes arbitraires 
introduites par l’intégration de l’équation indéfinie du 
n° précédent. 

502. Avant d’aller plus loin, on remarquera qu’en <. 
égalant à zéro le terme qui reste allecté du signe d’in- 
tégration dans l’expression de fdx.SY, on exprime la 
condition nécessaire pour que l’intégration indiquée 
puisse s’elïectuer; ou pour que la fonction dx.SYsoil une 
différentielle exacte, ce qui résulterait de ce que la fonc- 
tion Ydx serait elle-même une différentielle exacte. Car 
la supposi tion Ydx =d\J entraîne àY dx — idU zrc/jU. 
D’ailleurs, mettant y', y", y"', etc., à la place de 

— , » - 7 — , . etc. , l’équation de condition 

dx dx dx 


_ _ r/P 

0=N — - 

dx 


d’Q «PR 
~d?~ ’dP + etC ' 


dont il s’agit, peut s’écrire 


dY d 

(d\\ 

d 

(d\\ 

* f 

dy dx 

\dy'J 

+ dx' 

\dy) 

dx'\ 


Si elle est satisfaite, la fonction Ydx, dans laquelle V 
contient xyy’y", etc., sera une différentielle exacte 
d’une fonction de l’ordre immédiatement inférieur. 

Nous pouvons vérifier cette proposition pour les fonc- 
tions du premier ordre. L’équation de condition se ré- 
duit alors à 


dX d f dY \ 

dy dx Wrv 


dy dx \dy. 

Comme elle doit être identique, les deux termes doivent 


- ' < 
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être du même ordre. Donc , puisque — ne peut conte- 

dX 

nir que y, il s'ensuit que — ne doit pas contenir y, 

dy 

puisqu’autrement — contiendrait y" ; d’où l’on 

conclut en premier lieu que la fonction différentielle du 
premier ordre dont il s’agit, qui doit être une différen- 
tielle exacte, ne peut être que de la forme 

(A+B/')^jr , c’est-à-dire Adx+Bdy, 

A et B étant des fonctions de x et dej^ seulement. Cette 
fonction donnera 

dY dA dB dy dV „ 

dy dy dy dx' dÿ ~ 

et en substituant dans l'équation de condition, il vien- 
dra, 

dA dB dy / dB dB dA dB 

dy dy dx \dx dy dx ) dy dx ’ 

conformément à ce qu’on a vu dans le n° 365. 

503. Nous avons supposé dans le n* 499, afin de con- 
sidérer d’abord le cas plus simple, que dans l’intégrale 
définie proposée 

fJCoc 

dx .\ , 


rx u 

Jx* 


qu’il s’agit de rendre un maximum ou un minimum , 
les limites x 0 ,x u étaient constantes, en sorte que dans 
tous les changements que l’on pouvait faire subir à la 


. 
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courbe qui représente la relation de y à x, les points 
extrêmes devaient demeurer constamment sur les mêmes 
parallèles à l’axe des y. Nous supposerons maintenant 
ces limites variables. Dans ce cas, nous ferons varier la 

dx.V de la manière la plus générale qu’il 

soit possible, en admettant que toutes les abscisses x 
augmentent de la quantité arbitraire Sx, en même 
temps que l’ordonnée y et ses dérivées augmenteront 

dr d'y 

comme ci-dessus, des quantités $jr, <? — , » etc. La 

courbe qui exprime la relation de y h x se changera 
alors en une courbe infiniment voisine. La variation qui 

en résulteradans l’intégrale j'^'dx.V sera exprimée par 


-YMo+Y, 


rx a 

t» <?X a “4“ I 

J x« 


dx.S V. 


Mais il faut remarquer ici que, par l’effet de la va- 
riation supposée de l’abscisse x , un point quelconque 
de la première courbe étant transporté dans la courbe 
variée , son ordonnée devient y-^-Sy. Donc , l’ordonnée 
qui répond à l’abscisse x dans la courbe variée , a pour 

expression y+oy — , ou y+Sy — Sx, 

en négligeant les quantités du second ordre. On 
conclut de là qu’en formant <îV dans l’expression pré- 
cédente , nous devons regarder y comme augmentant , 

d ’V’ 

non pas de Sy, mais de Sy — Sx. La même 

dx 
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remarque s’appliquera aux fonctions dérivées de y. 

Wy 

On doit regarder -j— comme ayant varié seulement 

d(i£\ 

. * dy \dx) . „ dy d'y „ „ 


<i« 

dx 


dy d'y _ 

te, ou J -7- te. On consi- 

ste dx 


dérera également — — ; comme ayant varié seulement 

d'y d'y . . , _ 

de <î ox, et ainsi des autres. Par conséquent , 

si nous représentons comme dans le n° 499, par N, P, 

Q, etc., les coefficients différentiels partiels delà fonc- 

. ,, . . dy d'y 

tion V pris respectivement par rapport a y, , —, , etc. 

nous devrons écrire ici , 

On remarquera de plus qu’en posant 
dy—^Sx—àu, 

et diflërentiant cette équation, il vient 

dSy d'y dy dSx dtu 

dx dx' dx dx dx ' 

puis en ajoutant l’équation identique 

, dy Sdy dy Sdx 

dx dx dx dx ’ 

on trouve ( puisque l’ordre des signes d et S peut être 
changé à volonté ) , 

dy d'y dSu 

° dx dx' ‘ dx 
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Difïérentiant de même cette dernière équation, ce qui 
donne 


dx 


d'y , 


— -l — r 0 X - 


d'y dSx d* ou 


dx dx 3 dx' dx 

puis ajoutant l’équation identique 


dx' 


dv 

■■ d'y j d dx 

dx' dx 

on trouve également 
. d'y 


u d 4 „ „ 

dx a y odx 


dx 


dx dx ’ 


■9 


dx' 


d 3 y _ d'ou 
dx 3 ° X dûd ’ 


On obtiendra de la même manière 

x x — d3Su 

dx 3 dx' X ~ dx* ' 

et ainsi de suite. Il en résulte que l’expression précédente 
de S Y peut s’écrire 

_ dSu d'Su d'ou 
. V =NJ U+ P_ + Q — + R _ + e ,c. 

L’équation exprimant la condition du maximum ou 
du minimum sera donc 

0= ““Yo^Xo+Vfli()Xa 

„ do u d'Su d'Su \ 

_ J x V + ~dï +Q ~ + ~dxï +etC -)J ; 


et en opérant sur le second terme les transformations 
indiquées n° 500, cette équation se changera en 
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_£Q„ ,£Rç. 

dx dx ’ 

— etc.^ 

*■)(•£ 

dx ’ 

dQc cP P» 

— pfp 1 

dx dx' 

C LG • 1 


+ ( Q - - ï +e,c ) (* ë - ^ **) + e, ° 

f x -, f dP d'Q d'K T/- dy , \ 

+ J , ^ I S + dP ~ Z? + ' “•] K*- dx ,X ) 

— O , 

= 0 . 

En comparant ce résultat à celui du n° 500, on voit en 
premier lieu que l’on est conduit ici à la même équa- 
tion indéfinie 

_ dP æo (P R 

0 = N — +-— — - 7 —. + etc., 

dx dx‘ dx 3 

qui doit subsister pour tous les points de la courbe. 
Quant aux équations déterminées, elles différent de 
celles qui sont écrites n° 501, par l’introduction des ter- 
mes — V Q te o et V„te* ; et parce que les quantités Sy o et 

Jy CLV 

Sy,„ sont remplacées par ày Q — te„ et Sy u — te* ; 

les quantités 3 ~s e t par 3 — *LZl Sx et 

x dx . dx v dx dx‘ • 

te»; et ainsi de suite. Si les variations 

dx dx 

dy dy 

te a , 3y o , S , etc., et te* , te*, 3 ; etc., sont arbi- 

traires, le coefficient de chacune de ces variations doit 
être égalé séparément à zéro, ce qui donnera autant 
d’équations distinctes auxquelles l'expression cherchée 
de y en x doit satisfaire quand on donne à x les va- 
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, leurs extrêmes x a et x a . Si quelques unes des quantités 

x,y, ^ etc., ont des valeurs déterminées pour 

l’un ou l’autre des points extrêmes de la courbe, les 
termes affectés des variations de ces quantités disparais- 
sent d’eux-mêmes, et on doit égaler seulement à zéro les 
termes affectés des autres variations. Il faut remar- 
quer d’ailleurs que si la position des points extrêmes 
est entièrement arbitraire , chacun de ces points peut 
être placé où l’on veut sur le plan de la courbe, 
sans qu’elle cesse pour cela de satisfaire à la condi- 
tion de maximum ou minimum de l’intégrale dé- 
finie proposée. Donc on est alors le maître de supposer 
&r o =0 et êj o =0 et, par conséquent, de ne point poser 
les équations exprimant l’égalité à zéro des coefficients 
dont ces deux variations sont affectées dans l’équation 
précédente ; en sorte que dans le cas dont il s’agit, l’on 
a deux équations de moins pour la détermination des 
constantes. 

504. Nous devons remarquer que la fonction dési- 
gnée par V dans l’intégrale définie 


rx a 

Xo 


dx.y 


qu’il s’agit de rendre un maximum ou un minimum, 
pourrait contenir une ou plusieurs des quantités 
„ 4r 0 d’y dy„ dy„ 

dï ’d^’ etC ’ ° U ’ r “’^’5x’^’ etC -’ f I U1 

appartiennent aux points extrêmes de la courbe. On en 
voit un exemple dans la question de la brachystochrône 
citée n" 497, où la fonction sous le signe d’intégration 
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contient l’abscisse du premier de ces points. On doit 
dans ce cas, en formant la variation SY, faire varier les 
quantités dont il s’agit , si leurs valeurs ne sont point 
constantes en vertu de l’énoncé delà question. 

Si, par exemple, V contenait x ol et que la variation 
de Y prise par rapport à cette quantité fût [iSx,, l’ex- 
pression de 3\ du n° 503, devrait être augmentée du 
terme fiSx o . Donc le terme affecté du signe d’intégration 
dans l’équation qui exprime la condition du maximum 
ou minimum devrait être augmenté de la quantité 

dx.pdx ot ou Sx 0 f ‘ tlx.u. Il s’ensuit que l’on 

•Z*o *2*o 

devrait ajouter cette quantité au second membre de celle 
des équations déterminées qui se rapporte à la première 
limite, en sorte que le terme affecté de te» dans cette 
équation deviendrait 

( -V„+ f X " dx 

\ Jx o 

On aurait égard de la même manière à la variation 
des autres fonctions dont il s’agit, si elles entraient dans 
la composition de la fonction V. 

505. Nous avons considéré jusqu’ici le cas où l’on 
avait une seule variable indépendante x, et une fonc- 
tion^ dépendante de cette variable, comme cela a lieu 
dans les problè/nes qui se rapportent à une courbe plane. 
Dans les questions relatives à une courbe à double 
courbure , il faut considérer une variable indépendante 
x, et deux fonctions^ et z qui dépendent de cette va- 
riable. L’intégrale définie qu’il s’agit de rendre un maxi- 
mum étant toujours 
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"■Z' a 


dx.Y, 


la fonction \ contient alors en général, outre la variable 
i r t . • dy d Y d'y dz d* z d^z 

*’ lesfonctl °^’ etc - et ’-J? dP’dP’^ 

Supposons fl abord, comme dans le n° 472, les limites 
x 0 et x x de l’intégrale constantes. La variation de cette 


intégrale est 


dx.iY. 


SY=z 


Admettons qu en dilïérentiant la fonction V par rapport 
aux quantités y,z et à leurs fonctions dérivées, et mar- 
quant les diflérentielles par 5, l’on trouve 

+pj ( ïz +. q,j p. +RJ p + etc ; 

dx dx dx i 
+ niz +po~ +q , lp + rS~ + etc. 

1 équation exprimant la condition du maximum ou mi- 
nimum de l’intégrale définie proposée sera 


rx„ 

0r= dx 

J Xo 


N^+Pô p +qÆ +rÆ + etc.' 
dx x dx dx 3 

, « , ,dz dz d 3 z 

+ niz +pi — +qr) +rS + etc . 


dx ' ' ~dx‘ 

Appliquant donc à cette équation l’analyse exposée 
n” 500, on verra, comme dans les n" 501 et 502 : l u que 
I on doit avoir pour tous les points de la courbe l'équa- 
tion indéfinie 

„=r ( N _£ + £2_^5 + eK S 

v dx dx ' dx> 


( dp d'n d 3 r \ 

+ \ n ~dï + ds-dï' + etc ) Sz 
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laquelle, si les variations ôy et Sz sont entièrement in- 
dépendantes l’une de l’autre , donne les deux équations 
distinctes 

„ „ dP d’Q d’R 

0=n -S- + 5?-3P + ' ,c '. 

dp d'q d*r 

2" que l’on a également pour les points extrêmes de la 
courbe les équations déterminées suivantes, savoir ; 
pour le premier point 


’( P -~ 


d Qo , ^0 


dx dx * 

(R — etc.) S + etc. 
dx 




( dq 0 d'r \ \ dr 0 \ dz a 


d*z 

+ (r 0 — etc .) S -£-2 -+- etc. 


= 0 ; 


et pour le second point 


( P “ 


+ etc 


dQ a 
dx 

d'y _ 

+ (R — etc.Jtf— ; etc. 

dx‘ 


• j ty»+ (q« 


<iR-, 

dx 


•fetc.^ S 


■ dy* 

dx 


, / ^7" , . \ « , f dr a \ . *7z» 

+ ^ +etc -j °*- + U-- ^ +etc - ) 5 ^ 


, . d Zen 

+(/•*— etc.) 3 + etc. 

dx 

= 0 . 


On doit appliquer à ces deux équations les remarques 
faites n° 502, relativement aux conditions qui peuvent 
être données pour les extrémités de la courbe. 
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On doit également appliquer au cas dont il s’agit, les 
remarques faites n° 504, relativement à la nécessité de 
tenir compte dans l’expression de iV des variations des 
quantités relatives aux limites, lorsque ces quantités 
sont variables et entrent dans la composition de la fonc- 
tion Y. 

Il est aisé d’étendre cette analyse aux cas où il y au- 
rait un plus grand nombre de fonctions dépendantes de 
la variable x. 


506. Nous pouvons remarquer ici , comme dans le 
n° 502, que les équations 

„ d'Q 

0 - N "^ + 5^~Z? +etc - 

„ dp d‘q d 3 r 

°='—ïî + ^-s + e “ ! '> 

que l’on peut écrire 

_*_(££ \ d' f d V\ _ £_/dY \ 

dy dx \dy ) .**" dx' \dy" ) dx 3 \dy"') C * C ‘ 

dV dfd\\ d' /dY\ cP /dY\ 

~ dz dx\dz‘) + dx' \dz") 7îx 3 \d^'J + etC - ’ 

en mettant/, y',/", etc., àia placede etc., 

dx dx dx 

et z',s",z", etc., a la place de — , — , — ,etc., expri- 
ment les conditions nécessaires pour que la fonction 
Ydx soit une différentielle exacte. 

Dans le cas où cette fonction serait du premier ordre, 
ces équations se réduisent à 

±(^T) o- d t-±( d l\ 

dy dx \dy' ) ’ U ~ dY dx \dï )’ , 

Ou en conclurait d’abord, comme dans le n” cité, que 


i. 

■ • ï 
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la fonction dont il s’agit doit, pour être une différentielle 
exacte, être de la forme 

(A+By'-f Cz')z£r , c’est-à-dire kdx+TScfy+Cdz , 

A,B,C désignant des fonctions qui ne contiennent que 
x,y et z. Cette fonction donnerait donc 


dV _ dA. dB , dC , dY _dA dB , Æ , 
dy dy **" dy ^ dy ’ dz dz^~ dz ^ + dz 


dY 

d/ =B ' 


dX -c 


et en substituant dans les équations de condition , on 
trouverait 


dA 

dB 

dC 

fdB 

dB 


dB 

dy + 

~r~ y + 
d y 

dy 

\dx 

+ dy 

y + 

dz 

dA 


dC , 

rdc 

de 


de 

dz 

-dz y + 

dz Z 

'dx 

+ dy 

y'+ 

dz 


dA 

dB 

fdB 

dC 



0 = 

~ dy 

dx ' 

v. dz 

dy 

)z. 


0: 

dA 

dC ( 

dB 

dC y 



dz 

dI + \ 

• dz 

dyj 

)y'- 



Comme ces équations ne doivent pas déterminer y* et 
z' puisque y et z sont des fonctions quelconques de x, 
on en conclut les trois équations distinctes 

dA dB dA. dC_ 

dy dx [dz dx dz dy 

conformément à ce qu’on a vu dans le n” 366. 

507. Si l’on admet maintenant, comme dans le n° 503, 
que les limites x o et x w de l’intégrale définie proposée 


« 
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puissent varier, il sera nécessaire de faire varier l'ab- 
scisse x. On reconnaîtra que les variations des coordon- 
nées correspondantes à cette abscisse ne sont plus alors 
dy dz 

Sy et Sz, mais Sy j— Sx et Sz — Sx. Par consé- 

dx dx 

quent, l’équation indéfinie qui doit subsister pour tous 
les points de la courbe devient 

- /. r dP d'Q rf 3 R \/ dy \ ■ 

V N dx + dx‘ dx 3 + etC ’ ) ïiïc te ) 

/ dp d'q d l r \ f _ dz „ \ 

= 0 . 

et si les variations Sx,Sy,Sz, sont entièrement indépen- 
dantes les unes des autres , on aura comme ci-dessus les 
équations distinctes 

d 3 R . 

sî +c,c ' , . . 

„ dp d'q d^r 

°="-S J + 3?-^» + etc - 

A 1 égard des équations déterminées , on verra 
également que l’on est obligé d’ajouter au second 
membre de l’équation relative à la première limite , le 

terme — V„«.r o ;et de remplacer Sy a et Sz o par Sy o — ‘J~aSx n 

dz - Ar* , A\ Aj \ àCy n . 

et 'j— par S— ~Sx n et 


0 — N- 


dP d’Q 
dx dx 1 
d'q 


et Sz d d Jx. ,, S - - djr r ~* - dv dx , 

^<Tv — * dx , ' X "’ et ;, ’ ns * ^e sui le. On ajoutera de même 

à l’équation déterminée relative à la seconde limite, 
le terme V a ,<j a ; et l’on remplacera Sy,,, et par 



dx dx 1 dx 


* *^/ t ** , . , dz + 

ày 7— or w Cl nZ — üX 

dx dx 


d?y t» T » \dz Y 

2' A-'iNfcE. 


« . • • j 

— - ïx a , , et ainsi de suite. 
dx 


13 
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508. Dans les équations qui se rapportent aux sur- 
faces , par exemple dans la recherche delà surface qui, 
se terminant à un contour douné , aurait la plus 
petite aire possible , on doit considérer deux variables 
indépendantes xy, et une fonction z dépendante de ces 
variables. Il s’agit alors d’exprimer les conditions du 
maximum ou minimum d’une intégrale double telle 
que 


dans laquelle Y peut contenir en général les variables 
indépendantes x,y, ainsi que la fonction z et de ses déri- 
, dz dz d'z d'z d'z 

vees — , — — 7 — , -7—, r etc. INous considérerons 
dx dy dx' dxdy dy 

seulement le cas où la projection sur le plan des x,y 
du contour auquel se termine la surface est un rectan- 
gle dont les côtés sont respectivementparallèlesaux axes 
des x et y. Les limites x o ,x,„ désignent les abscisses ex- 
trêmes ; les limites^ et y u désignent de même les ordon- 
nées extrêmes. De plus, nous supposerons que ces limi- 
tes ont des valeurs données et invariables , en sorte 
que le contour de la portion de surface dont il s’agit , 
ait toujours pour projection les côtés du rectangle. Il 
ne sera pas nécessaire alors de faire varier les abscisses 
x et_^. La variation de l’intégrale définie proposée sera 



P" dx r* 

J «27° J y 0 


dy.SV, 


et si l’on suppose 

1 • . 

... , „ dz dz n% d’z _ d'z d’z 

t\—LSz+MS— +N'Î — +P^ +Qo— — +IU — + etc. 

dx dy dx dxdy dx 
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on aura, pour exprimer la condition du maximum ou 
du minimum de cette intégrale, lequation 


0 — J" dx j" dy^Liz+WlS ~ +N'Î 


dz 

4y 

. i, , ^ z ' d‘z cTz 1 

+ p^^ + Q 0 __ +Ro __ + e tc.j. 


dx 7 


dxdy 


509. Appliquant donc les règles du calcul des varia- 
tions comme on L’a fait n° 500, c’est-à-dire faisant pas- 
ser dans les termes compris sous le double signe d’inté- 
gration le d devant le S, et intégrant par parties , on 
transformera ces termes de la manière suivante. 

V jj jjdxdyM ^ = \dy. M<?z — ^ ^dxdy ~ àz+const. ; 
et par conséquent 


(•*») 


f x " , , _ dùz çy« ry* 

k ** 1 . s=-k W + k‘ 6 ' (M '” 1 

-^dx^dy~$ z , 

\x 1 y . dx 

• « t/ - *® Vv f ' - 

Les signes (xJ, (x*j mis au bas des parenthèses, indiquent 
quedansles quantités contenues dans ces parenthèses, on 
donne à x les valeurs x^x 0 ,x=x m , c’est-à-dire que ces 
quantités ont les valeurs qui conviennent aux limitesde 
la surface par rapport an plan des j,z. 

La même transformation donne 

\ dx\ dy.H — = — V dx(Ntz) + \ tixÇNtz) 

Jr. y J» w Jx„ (y.) 


IX U çy„ 

— \ dx \ d 


, dN 

dy — -tz. 

dy 
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Les signes indiquent que les quantités conte- 

nues dans les parenthèses ont les valeurs qui conviennent 
aux limites de la surface parallèles au plan des x,z. 

' s>r 

-£>kL*C*(S‘)„ 


d’où 


• const . , 


d‘Sz 


\ 




JC u 
l 

Xo J y, 


dx* 


Sz 


= 5 ,<i - q S - $ *■ + S £& “ *■ 


+const. 


et par conséquent 
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v 




*97 “ 
y» æsz 

dyQ- 


' dxdy 


-SX»S),„-s:;*(S‘). 

*sx«a.rC*e-) 


/(Xo) 

(•*■») 


+ 


J X 0 

Mais on a 




dxdy 




<îz + const. 


Ainsi l’expression précédente peut se changer en 
J J J". 


dxdy 

j?" 


s: 


C/o) 


1Q, ‘Wj +<Qte) (-.,rJ- k.HS fc ) 

♦(£..) '' 

VO' / (x») 

+(Q^ ,+r*(g*o 

v* <».)'*) J x 0 \ t * x '/^ y„) 


r 

; .X' 

— (Qfc) 


Le terme suivant contenant R subira la même trans- 
formation que le terme contenant P : il suffit de chan- 
ger dans ce dernier cas x eny. 

En substituant ces valeursdans l’équation qui exprime 
b condition du maximum ou minimum, elle deviendra 
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(CWs) — (QSz) — (Qte> '■ ,+(QSz), 

•x Q , y°) ' {*•,?•) {x>,y*) [Xf,ym) 

dz 


+ <ÿ-[(M-g-S +c ,c.y +< P^tc.)«i«.c.] 

r 


J 

(•*■») 

(y») 



d R \ 

IA dx 

" , 1 4~€tc. ] 

dy J 


Hj*) 




dû <TP d’Q 

+ — Ï + T-T- + 


rf*R N 
dr* CtC V 


dy dx' dxdy dy a 

= 0 . 

Cette équation doit subsister pour toutes les valeurs qui 
peuvent être attribuées aux variations des coordonnées 
des points intérieurs ou des points appartenant aux li- 
mites. 

510. Nous aurons donc en premier lieu, l’équation in- 
définie . , 


Sz 


0 — h 


æ æ p rf’R 

■ + tj + ■ 


zfR 

-, + etc. , 


dx dy dx’ dxdy dy’ 
qui doit être satisfaite pour toutes les valeurs des coor- 
données comprises entre les limites. 

511. Nous voyons en second lieu que l’on doit poser 

o=(Q&), — (Q-îz). .-(Q&b ,+(QH ^ 

( y o) {**'y 0 ) , y <*) (xany*) 

en sorte que si les variations Sz de l’ordonnée aux qua- 
tre sommets du rectangle , projection de la surface, sont 
arbitraires , il faudra que Q soit nulle pour les valeurs 
des coordonnées qui appartiennent à ces points. 
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Déplus, nous avons l’équation 

0= (m— - ^ + etc. W + (P— etc.).<? ~ + etc. 

V dx dy 1 dx 

qui doit subsister pour toutes les valeurs appartenant 
aux points situés sur les limites de la surface, parallèles 
aux xz ; et enfin l’équation 

0= ( N — — — ^ + etc."\ Sz + (R— etc.) 5 + etc. 

\ dx dy J dy 

qui doit subsister pour toutes les valeurs appartenant 
aux points situés sur les limites parallèles aux Si les 

variations àz.S^ , S — , etc. , sont arbitraires, chaque 
dx dy * 

terme de ces équations doit être égalé séj^rément à 

zéro. 

Des cas où il existe des relations données entre les 
variables. 

512. On a supposé généralement dans ce qui précède 
qu’il n’existait point de relations données d’avance entre 
les quantités qui entrent dans l’expression de la fonction 
V. Cependant la nature de la question établit le plus 
souvent des conditions auxquelles il est nécessaire d’a- 
voir égard, en même temps que l’on satisfait à la con- 
dition du maximum ou minimum de l’intégrale définie 
proposée. L’ellet des conditions dont il s’agit, est de res- 
treindre l’étendue des valeurs qui peuvent être attri- 
buée aux variations aflectées du signe <?. 

Si, par exemple, la valeur de l’intégrale définie pro- 
posée dépend de la figure d’une courbe, il peut se faire que 
les points extrêmes de cette courbe soient assujettisà se 


trouver sur deux lignes données, ayant pour équations 
y—q(x),jr—^{x). Les variations o.r,, et Sy 9 des coordon- 
nées du premier point , et les variations Sx K et des 
coordonnées du dernier point , devront alors avoir en- 
tre elles les rapports convenables pour qu’elles puissent 
satisfaire respectivement à ces équations. On aura donc 
ici 



d • *(•*■„) 

dx 


,)X o 1 


, d . 

Ct fr"*-^**-*' 


équations qui devraient subsister en même temps que les 
équations déterminées obtenues conformément à ce qui 
a été dit dans les n°* 501 et 503. 

Si de plus la direction de la tangente aux extrémités 
de la couÿ>e cherchée devait s’accorder aussi avec la 
direction de la tangente des courbes ayant pour équa- 
tions jr=y(x),jr=ety(x), on aurait encore les équations 


S ^2 _ d'Mx 0 ) 
dx dx' 


3x o, 


et 


9 , 


dy„ 

dx 


d'.’ljX',) 

dx' 



Et ainsi de suite pour les autres fonctions différentielles. 
Au moyen de ces équations de condition, on élimine- 
rait une partie des variations qui se trouveraient dans 
les équations déterminées. Après cette élimination , les 
variations restant dans ces équations se trouvant entiè- 
rement arbitraires, on égalerait séparément à zéro cha- 
cun de leurs coefficients. 

512. 11 existe quelquefois des équations de condition 
qui doivent subsister pour toutes les valeurs des varia- 
bles comprises dans les limites de l’intégrale définie 
proposée. Par exemple , si l’on demande de tracer sur 
une surface donnée , la ligne la plus courte entre deux 
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poin ts pris sur ce tte surface , il est évident qu’en désignai! t 
son équation par 

F(x , y, z) = 0 , 

l’ordonnée de la ligne cherchée doit toujours satisfaire 
à cette équation. Dans un cas semblable , les variations 
des quantités qui entrent dans la fonction V étant res- 
treintes par la condition que les valeurs de ces quantités 
satisfassent à l’équation donnée, cette équation doit sub- 
sister quand on y remplace ces quantités par leurs va- 
leurs augmentées de ces variations. On peut donc dif- 
férentier l’équation proposée par rapport aux quantités 
dont il s’agit , en marquant les différentielles par S. 
Ainsi 

L= 0, 

étant en général une équation de condition , dans la- 
quelle L désigne une fonction quelconque des variables 
indépendantes, des fonctions dépendantes de ces varia- 
bles et de leurs fonctions dérivées , on formera l’équa- 
tion 

d'L = 0 , 

3 indiquant une diflérentiation affectée par rapport à 
toutes ces quantités. Cette équation servira à éliminer 
une des variations qui se trouveront dans l’équation 
indéfinie que l’on forme en égalant à zéro le terme 
qui reste sous le signe d’intégration dans l’équation gé- 
nérale exprimant la condition du maximum ou mini- 
mum. 

11 en serait de même s’il existait d’autres équations de 
condition 

M = 0, N--0, etc., 
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analogues à la précédente. Ou formerait également les 
équations 

5M=0, ôN = 0 , etc., 

que l’on réunirait à l’équation indéfinie dont’on vient de 
parler, afin d’éliminer autant de variations qu’il serait 
possible. Les coefficients des variations restantes se- 
raient ensuite égalés séparément à zéro. 

514. Dans d’autres questions , le maximum ou mini- 
mum cherché ne doit avoir lieu qu’autant qu’une cer- 
taine intégrale définie conserve une valeur déterminée. 
C’est ce qu’on nomme maximum ou minimum relatif. 
La recherche de la oourhe qui, avec un contour donné, 
renferme l’aire la plus grande ou la moindre possible , 
est de ce genre. Il s’agit donc de rendre l'intégrale 

Çx* 

L."*' v 

la plus grande ou la moindre possible, en même temps 
que l’on a l'équation , ' . A , 


Çx a 
J „ 


dx . U= const., 


U étant , aussi bien que V, une fonction de x,jr, 
d/y 

~dx ’df?‘ etc ‘ k eS conditions du problème donnent les 
deux équations 

fX a PXt, . 

,n dx.Y= 0, et dx \}=0. 

J JC u v JL o 

Or, l’expression de ces conditions ne sera pas altérée si 
l’on ajoute la seconde équation à la première, après 
l’avoir multipliée par une constantearbitraireu. On peut 
donc écrire 
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f-r» «. P-*» 

$ \ dx ,\+aS l dx .U = 0 , ou S \ <Lc(V+«U)=Q. 

Jx 0 J-r. vX Q 

On traitera celte dernière équation d’après les règles 
exposées ci-dessus , comme si l’on voulai t rendre un 
maximum ou un minimum absolu la fonction 


l dx (V+flU). 

J JT,, 

En effet, la relation, entre y et z qui rendra cette 
fonction un maximum ou un minimum absolu , sa- 

JC 

tisfait évidemment à la condition de rendre / dx.\ 

J 

un minimum ou maximum pour les cas où /: dx.U 

prend une valeur donnée ; car s’il en était autrement, 
il y aurait donc des valeurs de la somme des deux fonc- 
tions qui seraient plus grandes ou moindres que les va- 
leurs données par le maximum ou minimum absolu , ce 
qui est impossible. La constante a se détermine de ma- 
nière à donner à l’intégrale C dx.\j la valeur que 

J X e 

l’on a fixée dans chaque cas particulier. 

Exemples de l' application du calcul des variations. 

515. On se proposera en premier lieu de déterminer 
la ligne la plus courte qui puisse être tracée entre deux 
lignes courbes données . Les coordonnées de la ligne 
cherchée étant représentées par x,y,z, il s’agit donc de 
rendre un minimum la fonction 
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les limites x.,x u étant variables. En appliquant à cette 
expression ce qui a été dit dans les n°* 506 et 507, on 
verra d’abord que l’on a les deux équations indéfinies 


d 

dx I 


d_ 

dx 


dy 

dx 


V •+(£)> (as)’ 


dz 

dx 


V t+ (£)♦(*)', 


=0. 


1 = 0 , 


d’où résulte 


dy 

dx 




^ dx> 
dz 
dx 


— const., 


= const, 


\/ 1+ -(è) + (è) 

dy dz 

On en conclut que les coefficients différentiels 

doivent avoir des valeurs constantes, propriété qui n ap- 
partient qu’à la ligne droite. Posant donc 

dy , dz 

-j- = b, 1-= c < 

dx dx 

on aura 

y—bx + m, a = ex + n , 

pour les équations de la ligne cherchée , b,c, m et n 
étant des constantes arbitraires. 
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A l'égard des conditions relatives aux limites, l’équa- 
tion déterminée appartenant au premier pointde la ligne 
cherchée est ici 



qui se réduit à 






Remarquons que dans cette équation Sx„,Sy°,<Sz 0 repré- 
sentent respectivement les projections sur les axes des a:, 
des^et desz, des déplacements qui peuvent étreattrihués 
au premier point de cette ligne. Or, d’après la suppo- 
sition , ce point doit ici se trouver constamment sur la 
première des deux courbes entre lesquelles la ligne de 
plus courte distance doit être tracée. Donc les variations 
3xoJy„,dz 0 peuvent être regardées comme les projections 
sur les axes de l’élément de cette courbe voisin du pre- 
mier point dont il s’agit. D’où l’on conclut que l’équa- 
tion précédente exprime la condition que la ligne de 
plus courte distance doit être perpendiculaire à cet 
élément. 

On obtiendra une équation pareille pour l’autre extré- 
mité de la ligne cherchée. La ligne la plus courte est 
donc une droite perpendiculaire aux deux courbes entre 
lesquelles elle est tracée. 

On se trouverait conduit à un résultat semblable si la 
ligne de plus courte distance devait être menée entré 
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deux surfaces courbes données. Les variations ix 0 ,Sjr o ,3z o 
de l’équation précédente devraient être alors regardées 
comme exprimant les projections sur les axes d’un élé- 
ment linéaire quelconque tracé à partir du premier point 
de cette ligne sur la surface courbe. Cette équation 
exprimerait donc que la ligne de plus courte distance 
doit être perpendiculaire à la surface. 

Il en serait encore de même si La ligne de plus courte 
distance devait être tracée entre une courbe et une sur- 
face courbe donnée Elle devrait toujours rencontrer 
l’une et l’autre à angle droit. 

51 G. Admettons maintenant que la ligne la plus 
courte doit être tracée sur une surface donnée. L'inté- 
grale qu'il s’agit de rendre un minimum étant tou- 
jours 

- ‘ \ ‘ , V X » ■ .* ; ' ' )' ' ^ 

on doit, conformément au n° 507, poser en premier lieu 
£en écrivant pour abréger Y au lieu de 


\/ ; 


l’équation indéfinie 

d ( \ dy\ ( dy \ d ( \ dz\{ . dz \ 

~ ~dÀTdZ)\° r ~d^ ajr ) + dZ\y di)v z ~di S m x )' 

et les variations Sx,oy,Hz sont assujetties à satisfaire à 
l’équation de la surface que nous représentons par 
zr=F(x,y). 

Oo a donc entre ces variations l’équation de condition 


Digilized by Google 


*1 


— 2<>7 — 

^ (lF » dF , 
oz — ~7~ b ' : 

dx dy 

et si , après avoir mis au lieu de Hz cette valeur dans 
l'équation précédente, on égale séparément à zéro les 
coefficients de ty et Sz , qui restent indéterminés , il 
viendra 


( i dy\ dF 

d 

f 1 dz \ 



W dx) + dy ’ 

dx 

\\Tx) 

i 


jL (i a. 

t dz 

dF\ 

d 

f 1 

dx V V dx) 

\dx 

dx) 

' dx 1 

KVdZ) 


La ligne cherchée étant tracée sur la surface dont l’é- 
quation est z=F(x,jr), les éléments dx,cly,dz des coor- 
données des points de cette ligne doivent satisfaire à cette 

■ dz dF dF d r „ 

équation, en sorte que 1 on a ^ Cette 

valeur, substituée dans la seconde des deux équations 
ci-dessus , la rend identique avec la première , ainsi que 
cela doit être. 

Cette première équation détermine la nature de la 
ligne de plus courte distance qui est l’objet de la ques- 
tion : elle en exprime une propriété géométrique qui 
consiste en ce que son plan osculateur est constamment 
perpendiculaire à la surface sur laquelle cette ligne est 
tracée. 

En effet , l’équation du plan osculateur étant , d'après 
le n° 232 

dy d'z \ 


( dz d'y 
\dx dx' 


d'y 

dx dx' J X dx' ^ 


dy 

dx 


+ C ; 


etl’équation du plan tangent à la surface dont l’équation 
est z=F(x,y) étant , d’après le n° 217 
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dF dF 

C et K désignant des constantes ; la condition nécessaire 
pour que ces deux plans soient perpendiculaires l’un à 
l’autre est , par le n° 215 

dy d ’z 


dF ( dz d'y 
dx x dx dx' 


"z\ dF d'z 
dx dx * ) dy dx' 


d'y 

dx' 


+ 1 = 0 : 


dF 


ou, en éliminant au moyen de l’équation 
&x 

• . dz dF dF dy 

dx dx dy dx ’ 

dz dF dy\ / dz d'y ' dy d'z\ dF d'z d'y 
dx dy dx) \ dx dx' dx dx' ) dy dx'^ dx 1 


( 

ou bien 


d'y fdz_ 

dx' \dx) ~dxt dx 
dF r d'z fdy\' d'z dy dz d'y ~ 1 

dy \dx) dx' dx dx dx'] ^ ’ 


dz d'z 
dx dx * 


dy 

résultat identique avee l’équation 


d_ 

dx 


Ç 1 dy \ dF d Xi dz v 

: W di) + fy' di\ÿd^) == °’ 

ainsi qu’on peut le vérifier en effectuant dans cette der- 
nière les différentiations indiquées. 

Les conditions relatives aux limites se déduiront , 
comme dans le n“ 515, en considérant d’abord le premier 
point de la courbe, de l’équation déterminée 




dz o 
dx 
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Si ce premier point est donné de position sur la sur- 
face, cette équation est satisfaite, puisque l’on a alors 
<îa^=0,<îr o ==0,£zo=0. Mais si la ligne de plus courte di- 
stance doit partir d’une ligne courbe donnée tracée sur 
la surface , les quantités 3x 0 ,3y 0 ,5z o , expriment alors 
les projections sur les axes des x, des y, et des z, de 
l’élément de cette ligne courbe; et par conséquent, 
l’équation précédente montre que la ligne de plus Courte 
distance doit être perpendiculaire à cet élément. 

On obtiendrait un résultat analogue pour l’extrémité 
opposée. Ainsi la ligne la plus courte doit couper à an- 
gles droitsles deux courbes entre lesquelles elle est tracée. 

517. La recherche de là surface dont l’aire est un mi- 
nimum , est un problème analogue au précédent. Nous 
süpposerons que cette surface doit se terminera un con- 
tour déterminé dont la projection sur le plan des xy est 
donnée. L’intégrale qu’il s’agit de rendre un maximum 
est ici 



et on doit lui appliquer les notions exposées dans les 

n°* 508 et suivants. Nous aurons donc, conformément 

» 

au n° 511, l’équation indéfinie 




2* ANNÉE. 




< 
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c’est-à-dire, en effectuant les différentiations indiquées, 
_ r/dzN* T d'z dz dz d'z 

° = Lw) +1 J dï 


fâH 


d'z 

W 


^ dy] ' '\dx' ~ dx dy dxdy 
•% 

Cette équation aux différences partielles du second or- 
dre appartient à la surface demandée. Les fonctions ar- 
bitraires qui entreront dans son intégrale devraient être 
déterminées de manière à faire passer la surface par le 
contour donné. Lorsque ce contour est fixé, les équa- 
tions déterminées relatives aux limites de l’intégrale sont 
vérifiées d’avance , et ne donnent lieu à aucune condi- 
tion particulière. 

518. Considérons encore le plus simple des problè- 
mes connus sous le nom d’isopérimètres , dont l’objet 
consiste à déterminer la figure de la courbe qui , sous 
un contour donné , comprend la plus grande aire possi- 
ble. Il s’agit de rendre un maximum la valeur de l’in- 
tégrale définie 

[**• 

dx.y, 


l 


tandis que l’intégrale 


JTV i+ (£)' 


conserve une valeur déterminée. Cette question se ré- 
sout , conformément à ce qui a été dit n» 514, en déter- 
minant les conditions du maximum absolu de la fonction 


a désignant un nombre indéterminé. Nous supposerons 


**(©*]■ 
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les limites x„ et x u invariables. En appliquant donc les 
notions exposées n° 499 et suivants, l'équation indéfinie 
du n° 501, sera ici 



d’où l’on tire en intégrant une première fois 


. • < ' . , • 

=0. ou ^ (x~*)dx 

• \AIir k3= ^’' 

a. étant une constante arbitraire ; et en intégrant une se- 
conde fois, 


y— g = — l/«*— (x — a)\ ou (x — a)'+ ( y — g) J — a \ 

6 étant la seconde constante arbitraire. Ainsi le cercle 
résout en général la question proposée. La position du 
centre et le rayon peuvent être déterminés de manière 
à faire passer la circonf^jpnce par deux points donnés, 
et à donner à l’arc compris entre ces points une valeur 
déterminée. 

519.,Nous traiterons enfin la question de la brachys- 
tochrone, ou courbe de la plus vite descente , en suppo- 
sant que la vitesse initiale du mobile soumis à l’action 
de la gravite est nulle , et qu’il doit passer dans le 
moindre temps possible d’un point quelconque d’une 
courbe donnée à un point quelconque d’une autre courbe 
également donnée. L’axe des x étant supposé vertical , 
la fonction qu il s agit de rendre un minimum est 


; 
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dV 


•+(&■+(£)■ 


X — Xq 


t, et je» représentant les abscisses des points extrêmes 
de la courbe décrite. Ges abscisses étant variables , on 
doit opérer ici conformément à ce qui a été dit dans 
les n” 505 et 507. Il faut remarquer de plus que la quan- 
tité entre dans la fonction qui se trouve sous le si- 
gne /. Nous avons en comparant aux formules des nu- 
méros cités : 


, Y/ KëH£ï 

V X — X 0 ’ 


N=0, P = 


4r 

dx 




/IxO, p= ■ 


dz 

dx 




Les équations indéfinies qui doivent subsister pour tous 
les points de la ligne cherchée sont 


dP n 
dx~°’ 


ï- 


d'où l’on déduit 


4r 

dx 


“V ,+ (£Mè)‘ 


= B, 
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dz 

dx 

> / ~.\/t + (£)+(£) 

B et C étant des constantes. Ces équations donnent 

dz _ C ... 

dy~ B’ 

d’où l’on conclut en premier lieu que la projection de la 
courbe cherchée sur le plan horizontal des yz est une 
ligue droite, et par conséquent que cette courbe est con- 
tenue dans un plan vertical. 

Pour reconnaître la nature de la courbe dont il s’agit, 
on peut supposer que le plan vertical des xjr se confond 
avec celui dans lequel elle est placée. Son équation dif- 
férentielle se réduira alors à 


dy 



d’où l’on déduit 



équation qui appartient à une cycloïde dont la base est 
une ligne horizontale passant par le point de départ du 
mobile. Le diamètre du cercle générateur est représenté 

par la constante On voit que le premier élément de 
la courbe de la plus vite descente sera toujours vertical. 
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A l'égard des conditions relatives aux limites de l’in- 
tégrale , l’équation déterminée donnée par les termes 
qui ne sont point sous le signe d’intégration, est ici 

-V.te.-J». (V- jjj? te.) -/>. (&. - £ «*.) 

+V»Jx»+P* +P« 


(“Xa, 

+ te. V <*x. 
J «T. 


= 0 ; 


et l’on a 


l V ,t (£)' + (ë' 


en remar- 


2(x — xo)’ 

On trouvera la valeur de l’intégrale J' dxp 

quant que la différentielle complète de la fonction V 
est 

<tV=-rdx+Pd (^) +pd (~). 

Mais on a vu ci-dessus que les fonctions P et p devaient 
être constantes dans toute l’étendue de la courbe. On 
peut donc écrire P a et p a au lieu de P et p, ce qui donne 

JV=-f4x+V.i (g) +P.d : „ 

d'où l’on tire en intégrant 


* 'à .* 


\Xc» 


V;,^.-y. + p.(è-è)^(ë-ë)- 

J Xo 

Substituant cette valeur dans l’équation déterminée 
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précédente , et remarquant que P U =P,» et p,—p a , on 
trouve ■ { ‘ ' 

— v.fcr.-P* (tro-fjte*') -p» (&.- ^ te.) 

*4-Vm S Xot -+- P ai (sjTrn — d" 'te® ) P a — ÆXai) 

— 0 , 

ou , en remplaçant V» , P„ et p a par leurs valeurs , 

„ F î 4r« » dz„ 

O = | —Sx 0 — -y— Sy„~ — Szo 
dx cLx 

- dya . dz a 

+ SXm+ -y — SjT a + ~y — font 
dx dx 

Les variations des coordonnées des deux points extrêmes 
de la courbe étant respectivement indépendantes l’une 
de l’autre , cette équation se partage dans les deux sui- 
vantes 

. dy ot _ dzoa . 

o^Sxo+^fyo+^K 

0 =Sx„+ Sy u + C ~- SZn , 

dx dx 

qui indiquent évidemment que le dernier élément de la 
courbe cherchée doit être perpendiculaire à la fois aux 
tangentes menées aux deux courbes données dans les 
points de départ et d’arrivée du mobile. Il en résulte 
que si les deux courbes étaient données dans un même 
plan vertical , leurs tangentes menées aux points extrê- 
mes de la brachystochrône devraient être parallèles entre 
elles. 

Ainsi la courbe demandée est une portion de cycloïde 
dont la base est horizontale et dont l’origine est au point 
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de départ du mobile. Elle coupe à angles droits la courbe 
d’arrivée , et l’origine est tellement placée sur la courbe 
de départ , que la tangente menée par cette origine à 
cette courbe est perpendiculaire à la tangente menée à 
l’extrémité inférieure de la portion cycloïdale. 

XL. CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. 

520. Le caractère de l’analyse différentielle, et ce qui la 
distingue ue l’analyse ordinaire , ou de l’analyse algébri- 
que, consiste encequ’ony regarde les quantités comme va- 
riables , et que l’on considère à la foisla succession infinie 
des valeurs qui peuvent leur être attribuées ; tandis que 
dansl’analyse algébrique on regarde toujours les quantités 
comme ayant des valeurs déterminées connues ou incon- 
nues. Dansle calcul différentiel proprement dit, les valeurs 
successives des quantités sont censées se succéder d’une 
manière continue , et par intervalles infiniment petits , 
c’est-à-dire plus petits que toute grandeur donnée. 
L’objet principal de ce calcul consiste dans la recherche 
des rapports qui existent entre les variations correspon- 
dantes des variables et des fonctions dépendantes de ces 
variables, rapports qui donnent naissance à de nou- 
velles fonctions dont la considération est nécessaire dans 
les applications principales des mathématiques aux arts 
et à la philosophie naturelle. Dans le calcul aux diffé- 
rences, les quantités sont supposées varier par inter- 
valles déterminés et d’une grandeur finie. Cette partie 
de l’analyse considère d'ailleurs , aussi bien que le calcul 
différentiel, les relations qui existent entre les variations 
jdes variables et celles des fonctions qui en dépendent. 

52J . Le calcul des différences finies est fondé sur 
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un algorithme qu’il faut d’abord faire connaître. Soit u 
une fonction quelconque d’une ou de plusieurs varia- 
bles indépendantes x,y , z , etc. La composition de la 
fonction u est donnée, et l’on regarde les variables indé- 
pendantes comme pouvant prendre successivement plu- 
sieurs valeurs déterminées x„,y „ , JZ„,etc. ; x,,y,,z,, etc.; 
x, , y ,, z, , etc. ; x, , y„ z„ etc. ; et ainsi de suite. Le plus 
ordinairement ces variables sont supposées varier par 
dillérences constantes , et quelquefois par intervalles 
égaux à l’unité. La loi de cette variation , quelle qu elle 
puisse être , est supposée donnée. En vertu des varia- 
tions dont il s’agit , la fonction u prendra également une 
suite de valeurs déterminées , que nous représenterons 

par , 

u„, «,, u,, u 4 

et nous écrirons comme dans l’article Y 1 , 


Uo 



«, 

u, — u 0 = Au„ 

• 

U. 

u, — u, = Au, 

Au, — Au„ = A’uo 

U, 

u, — u, = Au, 

Au, — Au, = A’u, 

«4 

«4 — «.= û «. 

Au, — Au, = A’u, 



Au, — Au, = A*U, 

Un — i 



u. 

II. = A«n_, 

AKn — Aü n — i == A U n — | 


On voit que le signe A indique la différence entre la va- 
leur actuelle de la qpantité affectée de ce signe, et la 
valeur que reçoit cette quantité par l’effet d’un change- 
ment fini , attribué aux valeurs des variables dont elle 
dépend. &u<> est la différence de la fonction u„. On re- 


i 
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présente par AA« 0 , oua*u o , la différence de au„ , ou la 
différence seconde de la fonction u a . On représente éga- 
lement par a a’u, , ou a 3 m. , la différence de a , ou la 
différence troisième de la fonction « # . Et ainsi de suite. 
Il existe entre les valeurs successives d’une fonctiou et ses 
différences de divers ordres des relations générales , et 
tout à fait indépendantes de la nature de cette fonction 
et de la loi de sa variation. 

522. En effet , on trouve par de simples substitutions, 
comme on l’a vu dans l’article X , 
u, = u 0 + A u 0 
u,=u 0 +2bu 0 + A’tto 
u, = «o4 , 3Au 0 4-3A’u 0 + A 3 u 0 
u 4 —uc +4 A u 0 + 6 a’«o + 4 A 3 u<>+ A *Uo 


u,=Ua+n\u 0 + 


1.2 


A*Uo+ 


»(«— l)(n — 2) 

îirs 


A 3 a„+..+ A"«o, 


formule qui peut s’écrire d’une manière abrégée 

(1-HAko)", 

en observant de changer, après le développement de la 
puissance indiquée , (Au 0 ) r en A r « 0 . 

523. On trouve également , par des substitutions suc- 
cessives : 


A u 0 =u , — u 0 
A ’« 0 = K, — 2u,4- Uo 
A 3 u a — u, — 3 «,+ 3 u, — Uo 
A *u 0 — u t — 4 m, + 6m, — 4 «,4- «o 


n{n — 1) n(n—i)(n — 2) 

A'M 0 =«.— H,_, ■ «*»-*+.. .±tt 0 . 
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Cette formule peut s’écrire 

A»u 0 = (u 0 — 1)» , 

en observantde changer, aprèsle développement, « r en u r . 
Elle peut servir à trouver directement les différences 
d’un ordre quelconque d’une fonction proposée , au 
moyen d’un certain nombre de valeurs successives de 
cette fonction. Le nombre des valeurs qu’il est néces- 
saire de connaître est égal à l’ordre de la différence 
cherchée. 

524. On indique par le 6igne 2 une opération inverse 
de celle qui est indiquée par le signe a. Ainsi xu 0 re- 
présente la quantité dont la différence est 1*0. Nous 
écrirons donc , en continuant le tableau précédent vers 
la gauche , 


VU,— ï'Uo — JUo 



l'u,— l\=zlU, 

lu , — Z 1*0 — Uo 

Uo 

ïu 3 —ïu,=lu. 

sf 

II 

if 

W 

1 


Z*tt 4 — 2*tt,=s2«, 

iu,— iu, = u. 



lu t — lu s =u, 

«s 

Z*Ii„ +1 l’u.SXÏUn 


... 



Un 


t 

Un+ 1 


d’où l’on déduit 

ÏU.œZUo + Uo 
ïn a =ZUo+u 0 +«, 

2 u, = Z Uo +Uo+u, +u, 

2 U t — 2Uo+Uo+U,+U,+ U, 


2 tt. = 2 K0+U0+ u,+u,+ Ufb. 


■+■ K»— 1 . 
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On voit que iu„, ou l’iutégrale finie de u n , c’est-à-dire 
la quantité dont la différence est u„, se forme de l’addi- 
tion des n valeurs de la fonction u qui précèdent la va- 
leur il*, et d'une quantité ~u o qu’il faut regarder ici en 
général comme une constante arbitraire. En effet, sup- 
posant u donnée , et par conséquent u„, etc. , 
on n’a assujetti , en écrivant les équations précédentes, 
les quantités lu et ïu 0 à aucune autre condition, si ce 
n’est celle d’avoir pour différence u o . Donc l’une de ces 
quantités est une constante arbitraire. 

On déduit également des équations précédentes; 

l'U' = 2*U 0 +lU 0 
l’U, == 2’U 0 +2U 0 +2U, 

Ï J W,= 2 J U„ + ÏU 0 +2U,+ 2U J 
I a n 4 = 2 a U 0 + ï «0+ 2 U. + 2U. + U, 


I 2 2 3 U„ = 2 ,, Uo+2Uo+2U 1 + 2U f +2U, i 

- puis 

2 3 U,= tfUo+l'Uo 

2 3 U j =2 3 «o+2 , “o + 2’«, 

2 3 U, = z 3 Wo+ 2 , «0+ 2 3 U,+ 2’u, 
l 3 u f = 2 3 u„+ ï’«o+ 2’u, + s'u.+s’n, 

2 3 Un = l 3 u 0 +2*B 0 +Z , u 1 + 2’u,+ 2’u, -K . . . .4-2*u„~ , ; 
et ainsi de suite. On a en général 

T Un =VU a + 2‘ - ’ U 0 + 2‘- 1 U, + V — 1 u,+. . . •+ V— 1 Un - , . 

On doif remarquer que dans la valeur de x’u„, il entre 
deux constantes arbitraires, qui sont 2 ’u„ et iu 0 . Dans 
la valeur de 2 3 u„, il entre explicitement les deux arbi- 
traires 2 3 u. et 2 ’u 0 , et implicitement l’arbitraire 2 * 0 qui 
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est comprise dans i‘u„ j’u„ etc., et ainsi de suite. Enfin 
dans la valeur de Vu„, il entre explicitement les deux 
arbitraires i‘u 0 et et implicitement les i — 2 arbi- 
traires l‘~ , u 0 ,V'~ 3 u 0 , V~ i u 0 , iu 0 qui sont comprises 

dans etc. ; en sorte que l’intégrale ï'u» 

comprend toujours i constantes arbitraires. 

525. Nous devons remarquer d’ailleurs qu’il n’est pas 
toujours indispensable que dans l’intégrale 

+ u„_, , 

la quantité désignée par iu a , qui la complète , soit une 
constante. On pourrait prendre pour cette quantité une 
fonction quelconque des variables qui entrent dans la 
fonction u , pourvu que la fonction dont il s’agit eût la 
propriété de ne point changer de valeur lorsque ces va- 
riables prendraient leurs valeurs successives. On sait 
qu’il existe plusieurs fonctions trigonométriques qui 
présentent cette propriété quand on fait varier les va- 
riables par différences constantes. 

Différentiation des fonctions. 

526. Soit u une fonction contenant une seule variable x. 
Difïérentier la fonction u, c’est chercher la valeur de 
l’accroissement Au que reçoit cette fonction lorsque la 
variable x devient x+ax. Ainsi de l’équation 

nous concluons en général 

au -/(x+ ax) — / (x) . 

Si la fonction u contient plusieurs variables indépen- 
dantes xtf, z, etc. , cette fonction peut être difïérentiée 




t 
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séparément par rapporta chacune des variables. Posant 

etc.,) , 

ces différences sont exprimées séparément par 
Au 

x+Ax*y,z, etc.,)— /(or, y, z, etc.), 

Au 

— AT + Ay,a, etc.,)— etc.), 

— Az=/(x^y,z+Az, etc.,)— /(x,y,z, etc ), 
uz 

etc. 

La différence totale est 

Au =/(x + Ax, .y + /\y, z+ Az , etc.) — /(x, .y, z , etc.). 

Cette différence totale n’est pas, en général, égale à la 
somme des différences partielles. Elfe le serait si la fonc- 
tion f (x,y,z, etc.) était une fonction rationnelle et en- 
tière, et si les variables x,y,z, etc. n’étaient pas multi- 
pliées les unes par les autres. 

527. Considérons en premier lieu les fonctions ra- 
tionnelles et entières d’une seule variable x. Elles sont 
composées de termes de la forme Ax*,Aet k étant des 
constantes : la recherche de leurs différences se réduit à 
trouver celles de la quantité x*. N 

Nous avons généralement 

A . x‘= (x + AX)* — X*, 

ou bien 

A , x* = Æx* - 'ax + — — — X*"*(Ax)* 

• ' 1.2 ' ' 


k(k—i){k—2) 

1.2.3 


«* —3 


(Ax)‘+ +(Ax)“ 
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Si la différence yx est supposée constante , on obtient 
facilement l’expression générale de la différence d’un 
ordre quelconque de la fonction proposée. En effet on a 
alors 

Uo— x\ 
u,= (x+ sx)*, 
u,= (x+ 2&x)*, 
u,='(x+3àx'j t , 
etc. 

et la formule du n° 523 donne 

A*. .r*= (x + nàx ) k — n[x+(n — 1 ) Ax]* 

+ [*+(«— 2)Aa?]*— etc.; 

ou en développant et ordonnant par rapport aux puis- 
sances de &x, 

a".x*= 

n(n — 1) 


[-r 


1.2 


y 


+ k ^ (n — 1) + y — — (ra— 2) — J x*~' Hx 

("-D> n ^n-2y-...]x^xy 

L+etc, 

expression dont la loi est évidente. 

528. Nous remarquerons d’ailleurs : 1° que le terme 
affecté de x k est nul, quel que soit le nombre entier n, 
comme on peut le vérifier ; 2° que la quantité 

n . n{n — 1) n[n — l)(n — 2) ; 

- (n — 1)'+ “Y1T (,t— 2)1 ÎTO («— 3)' + etc. 

est également nulle , tant que i est plus petit que n , ce 
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que l’on peut également vérifier , et ce qui doit être , 
puisque l’expression a".x* ne peut pas contenir de puis- 
sances de A.r inférieures à la puissance ni 3° enfin que 
l’on a toujours 

1.2.3 « = «” — rt(n — 1)*+ (n— 2)" — etc., 

i • JL 

comme on peut s’en assurer. Nous écrirons donc sim- 
plement au lieu de l’expression précédente 

A". .r*= 

k{k— !)(*— 2) ...... .( k— wH-1) x'-'xx" 

k[k-\)(k- 2) (A-n)r^ 


1.2.3 («4-1) 

... «(«—!) , 


^«" +1 — «(«— 1 )* 


(« — 2 ) r+t — 

1.2.3 (m+2) L 


.M-» 


^ »- A-r n+, 


*(*-l)(A:--2)...[A-(«+2)] r ^ s _ n _ n+ , 
1.2.3 (b+3) L 

+ («- 2 ) n+1 — .....] 

+ etc 


ùx 




On peut remarquer que dans le cas où l’exposant k est 
un nombre entier et positif : 1° la valeur de la différence 
de l’ordre k de la fonction x k se réduit à une constante 
dont l’expression est 


A*, cr* =k(k — 1)(A — 2) {k— 3). .....3.2.1 Ax* ; _ 
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.*j» i' • " 

2° l’expression précédente de A". x* se termine alors par ' 
un dernier terme qui est 

£«*— n(n — 1)* + ”^” 2)* — J Ax\ 

Ces résultats donneront les différences d’un ordre 
quelconque de toutes les fonctions de la forme 

Ax‘ t +Bx f +Cx î + etc. 

528. Parmi les fonctions rationnelles on distingue , à 
raison de la simplicité de l’expression de leurs différences, 
les produits de facteurs équi-différents, tels que la fonc- 
tion 

u = (a+x) (a+x+ Ax) (a+x+2 Ax) \a+x+[k — 1JA x]. 

On trouve facilement 

« s 

\ n u = [a+x+rtAx] [a+x+[n — l)Ax] [a+x+(A — l)Ax] 

. Xk(k — 1)(£ — 2) (Æ — n+l).Ax". 

529. Quant aux fonctions fractionnaires, on en obtient 
les différences en les décomposant en fractions simples 
par les méthodes connues. L’expression de la différence 
se simplifie lorsque le numérateur est une constante et 
le dénominateur un produit de facteurs équi-différents. 

Soit 

A 

( a+x ) (d+x+Ax) (d+x+2Ax) [a+x-\-[k — l)Ax] ’ 

on a 

„ +. A.À(*+t) (A+2) (k+n— l).Ax» 

— (a+x) {a+x+ix) {a+x+-2sx) [a+x+(k+n — 1)ax]* 

Les signes -+- ou — ont 
est pair ou impair. 

2* ARNÉg. _ 15 


lieu respectivement lorsque n 
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530. Nous considérerons maintenant les fonctions 
transcendantes. Soit -, 

u — log. x : 

nous aurons 

Au= log. (x4- A j;) — log . x = log. (^+~) ; 
et en développant 

Si la différence âx est supposée constante , on a 

u,= Iog.(.r + Aa:) = Iog. (l+-“ ) +log..r, 
f 2Ax\ 

Jt,=log.(x+2Ajr)f=log. ^1+— J 4-log.x, 

u,= log.(jr+3Aa:)=log. (l+”^r) +log.ar, 

etc. 

En développant ces expressions et les substituant dans 
les formules du n° 523 , on trouvera 

1 '°S *=M [f - \ (f )'+ | (£)'— *•] ’ 

i 'log.x=M[ ~(")V »(£)'-.«.]> 

AMog.x = M^ etc- J . 

etc. 

M est le module logarithmique, c’est-à-dire le nombre 
par lequel il faut multiplier les logarithmes hyperbo- 
liques pour avoir ceux du système de logarithmes 
dans lequel on calcule. 
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531 . La fonction exponentielle a x donne , eu suppo- 
sant toujours la différence Ax constante, , 

» Aa*==a*(a ix — 1) ^ - 

A , a* = a x (a i * — 1)* 

A’x* = a x (a Ax — -1) J 


. -*4 


AVi x =fl x (<ï Ax — 1)" . 

532. A l’égard des fonctions trigonométriques , en 
parlant des formules connues 

sin.A — sin.B = 2sin. - (A — B). cos. î (A+B), 

2 2 

cos. A — cos.B=— 2sin. * (A — B). cos. - (A+B) , 

« *■ 2 . 2 ■ ■ 

on trouve ‘ •• 

. - i : ; V-*- 

Asin.x = sin . (x+Ax) — sin .x = 2sin . Ax.cos. - (2 x + Ax) , 

■ . «"ù* 2 , 

- * • .1 ; 1 . - . 

Acos.x=cos.(x+Ax) — cos.x= — 2sin.-Ax.sin.- (2x+Ax) j 
puis 

A’ sin. x= 2 sin. - Ax £cos. - (2x + 3Ax) — cos. ^ (2x+Ax)J 




• " t » « ' • . 

= — ^sin,’ - Ax.sin. (x+Ax). • J 

Et en continuant de la même manière, on parvient aux 

* 

formules générales 

A , *siD.x = dz2 a " sin.’" - Ax-sin.- (2x+2/iAx) 

, 2 J* « 

1 1 r 1 

A** + 1 sin. x = dz2 , " + <sin.*"+ 1 - Ax.cos.-I 2x+(2/i+l)Ax I. 

Les signes + ou — ont lieu respectivement suivant que 

le nombre n est pair ou impair. 

* . . >. 1 • i. 


■¥ . 
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La différence de l’ordre n de lâ fonction sin.x s’ex- 
prime d’une manière encore plus simple au moyen des 
différences des ordres n — 1 et n — 2. On obtient en effet 
l’expression 

A n sin.x= — 2’sin. a î Ax(A"— 1 sin. x+A"— *sin, x ) , 

M * 

. i. 

qui se déduit des précédentes. 

533. On pourra toujours , d’après ce qui précède, et 
conformément à ce qu’on a vu n° 526 , obtenir les diffé- 
rences partielles ou totales des fonctions de plusieurs 
variables. 

Soit par exemple la fonction 
u—xy : 

on trouve , en supposant &x constante 

Au = (x+ AxjAj'-f. Ax. y 
-A a u= (x+2Ax) \‘y +2Ax h>y 
. . A s u=(x+2Ax) A^-f 3 Ax.A^ 
etc. 


Soit encore la fonction 


x 

U— — 

y 


on aura 


Au = 


y\x — x\y 


r 4 , /ArV M'. . 1 

L A \yj \yj J 


534. Les différences totales des fonctions de plusieurs 
variables s’exprimeut au moyen de leurs différences par- 
tielles, par des formules remarquables. Soit u une fonc- 
tion des deux variables x,y, dont nous supposons les 
différences ax et a y constantes. On a 


*' Au AU Au 

AU = Ax4 Av+ — ! — 

Ax A y J AxA y 


AxA y . 


Digitized by Google 


— 339 — • 
expression qui peut s’écrire 

Et l’on trouvera 

- AW [( f+ ^ Ax ) ( 1 ^^ A - y )- t ]“ 
AÏ “ == [(l + ^ Aaf )( i + è^)~ 1 ]“ 


A "“ == [( 1+ ^ AJr )( l+ è ûr )~ , ] V 

% ' » % .... 

On obtient des formules analogues lorsque la fonction 
proposée contient un plus grand nombre de variables. Si 
« contient les trois variables x,y,z, on a également 

A ““ = [(* + ^ AJ? ) (* + ( 4 + ^ Aï ) - 1 ]' 

et ainsi de suite. ' 


Intégration des fonctions. 

535. Soit en premier lï#u la fonction x“. En écrivant 
m+i au lieu de k dans la formule du n° 527, elle devient 

A.x"* = ^±l jr " (ix)+ ^±î *-'(**)’ + +(aa-) m+ ' 

et donne , en prenant l’intégrale de chaque membre, 

•r’" + *= r ~- ï-r"- (Ax) + ”1 jjr m -(Ax)*+ . . . .+ ? 4 r*(A jr 

I 

d’où l’on déduit 

(STÏTS; - L— 7 ' 

+ ïi±l ™ ïrl +(1X)"!V]. 
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Si l’on fait successivement dans cette formule m~0 , 
— 1,=2, etc. , on trouvera 

• . . ? * 

i »* • * 

X 

lx °— « — 

ûx . . • • •' 

• • r ’ * 

• Zx = x ■ - 

2Ax 2 

, x 3 1 1 . , 

IX x± . x + - x Sx 

3Ax 2 6 < > 


x ' 


1 


îx 3 = - — ■' x s + - x’A'x 

4Ax 2 4 


1 


T 

3 « 


* X* 1 i ■ - m 

Zx‘= - x< + - X s Ax' — ■ — x (Ax) 5 

, 5Ax 2 3 30 v 

, x 6 1.5. 1 

■ “ = «si - è r 2 * <“> 

« ,= é - à J,,+ « î ijX»*» 

etc. • .’ 

Chacune de ces intégrales doit être complétée par une 
copiante arbitraire. Cette constante se détermine lors- 
qu’on fixe en même temps le premier terme de la série 

des quantités Xo,x„Xj, WR x„,x o +Ax,x 0 +2A.r, etc. ; 

et le premier terme de la série des quantités ix n ,zx t , 
?x„ etc. 

Ces résultats donneront les intégrales de toulés les 
fonctions algébriques rationnelles et entières , l’incré- 
ment ax étant supposé constant. 

536. On a , d’après le n° 528 , en écrivant m au lien 
de k — 1, 

A [ («+• x) (a+x'+Ax) (<x+x+2Ax) (a-t-x+wiAx) j = 

(a + .r + Ax) (« + x+2Ax).......(a+x+mAx). (m+l)Ax ; 
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et par conséquent en intégrant de part et d’autre , 

I ( (a + x +Ax) (a + x+ 2Ax) {a + x+mSx) ] == 


1 


• {a+x) {a+x+\x)(a+x+2!ix)...{a+x+niix)+const. 


(m+\ }\x 

537. On a également, d’après le n° 529, 

A 


‘I 


{a+x) (a+x+Ax) (a+x+2 A x) [a+x+(m+t ) \x] 

— AmAx 


)= . ' 


(a+x)(a+x+Ax)(a-i-x+2Ax} (a+x+mAx)’ 

, / . . 1' * ' - 

et par conséquent • t ■ < 

r ' A T , 

' L (a-rx) (a+x+Ax) (a+x+ 2 Ax)..»....(a+x 4 -'*Ax) J 

i ' —a * • 

+const. 

màx (a4x) (a4xAx) (a+x+2àx)..[a+x+(m — 1)axJ 

538. L’équation y - 

ûa*=a‘(a i ' — 1) , . 

dun“531 donne 

a * 




a ix — 1 


+ C , . 


G étant la constante arbitraire; d’où l’on passe facile- 

„ » . • • *' ' ’ -y . '**•'*. 


ment a 

« . 


l'a 


ï 3 a' 


, (fl 4 *— 1) 

a 




-,+ïC 

+ ï*C 


v*v . 


!. ï *; •: 

■'* ‘. ,y i'. 


’ î)" 


+Z"-'C. 
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Quant aux expressions sC.x’C il faut remar- 

JC 

quer que , d’après le n° 535 , 2je*=Xl=— . D° nc 


Cx 


xC*= )-C', C étant une nouvelle constante arbitraire. 

ÙX 

Les formules du même numéro donneront également 
les expressions etc. ; et l’on voit que l’inté- 

grale 2 "a* contiendra « constantes arbitraires , confor- 
mément à ce qui a été dit n“ 523. 

539. A l’égard des fonctions circulaires , l’équation 

« • 1 . / ! \ 

Acos..r = — 2sin. -Ax.sin.l jr 4 -- bx 1 

2 V a./ 

du n° 532 donne 

Acos.l 


sin. (x+ito): 


Acos.x 


■ ,etsm..r=— 


s .(x-!ix) 


2sin.- bx 
2 


2sin. - bx 
2 


d’où , en intégrant , 


cos 


2s;n..r = . 




-H const. 


2 sin. - bx 
2 


On déduira de Ja même manière de l’équation 


A sin. x = 2sin . - bx cos 
2 


(x+Ux) 


du même numéro, 


ïcos.x — ■ 


sin. ^ bx'j 


2 sin. - bx 
2 


On peut , au moyen de ces formules , intégrer les 
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fonctions composées de termes de la forme sin^x.cos'a; 
lorsque met n sont des nombres entiers et positifs. En 
effet, ces fonctions peuvent être transformées en une 
suite de termes contenant les sinus ou cosinus des arcs 
multiples de l’arc x ; et l’on a évidemment 


Zsin .{p+qx)-. 


2 cos ,(p+qx)t= 


cos. (j)+qx— - qbx'ÿ 


2sin. -qàx 


sin . ^ p+qx — - q\x \ 


2sin.-oA.r 

2 * 


540. Si l’on cherche à appliquer aux intégrales finies 
le procédé de l’intégration par parties , on posera, en 
désignant par P, Q deux fonctions quelconques de la 
variable x, 

2PQ=Q.2P +z, 

z étant une fonction de la même variable, qu’il s’agit de 
déterminer. Differentiant chaque membre de l’équation, 
il viendra, 

PQ = (Q+AQ).x(P+aP) — Q.2p+Az , 
ou, (en remarquant que 2.iP=P), 

0 = AQ.2(P + AP)+Az, d’où z = — 2 [aQ.2(P + aP)]. 

Donc * 

iPQ=Q.2P— 2[aQ.2(P+aPJ, 

ou 

ïPQ = Q.2P — 2 (AQ.ïP,) ; 

et par suite 
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ïPQ=Q . ïP — AQ . A'P,+A (a’Q . s*P») , 

xPQ=Q.ïP — aQ.s*P,4- a’Q.s’P — s(a’Q.ï’P 3 ) , ' : • 

etc. 

sPQ=Q. aP-aQ . ( 2 ’P,)+a*Q a’P -a’Q. i 4 P 3 a+a 4 Q A ! P 4 -etc. 

Cette formule peut être mise aussi sous la forme 

aPQ == Q . aP— aQ . ( a’P+ aP)+A’Q. (a'P + 2a’P+aP) 

— A 5 Q . ( A 4 P+ 3 a’P 4-3 A’P + aP) + etc . 

Elle s’arrête lorsque les différences d’un ordre quelcon- 
que de la fonction Q deviennent constantes. 

Sommation des suites. 

. 1 

. 5fct» On a vu , n° 523 , que l'on avait généralement 

iu n = lu 0 + u 0 +u,+u,+u,+ u 3 + , 

formule dans laquelle iu o représente une constante ar- 
bitraire- Par conséquent, si nous écrivons 

S«n = tt„+M,+ U,+ U 3 +.... 

c’est-à-dire si nous représentons en général par Su n la 
somme des valeurs de la fonction u jusques à la valeur 
y compris cette valeur, nous aurons la relation 

Su„ = iu„ 4- n»+ const. 

On voit qu’il est nécessaire de distinguer l 'intégrale 
désignée par le signe s de la somme désignée par le 
signe S. Ces quantités diilèrent en ce que la dernière 
exprime la somme des termes de la suite etc., 

jusques et compris le terme tandis que ce dernier 
terme n’est pas compris dans l’intégrale. On peut d’ail- 
leurs supprimer l’indice n, et écrire simplement 

, V ‘ * 

S« = lu 4- « + const. 
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\ ‘ . y f ' ‘ . ,r 

La constante se détermine d’après la connaissance du 
terme par lequel doit commencer la série des fonctions 
désignées par u, dont Su représente la somme. 

542. Soit demandée, par exemple, la somme des 
puissances des nombres entiers. On fera dans les for- 
mules du n° 535, ax=l , et l'on aura, en déterminant la 
constante de manière que les séries commencent par 
l’unité, cas dans lequel sa valeur est nulle, 

1-1 

Sx==l + 2 + 3+4 + +-x=-x’+-x 

' > 2 2 ',, 

,, . 1 i t 

Sx’=l +2’+3’+4’+.• +x’= - x 3 + - x’+ - x 

' . * 3 2 6 

Sx’= 1 +2 s +3’+4 3 + +x'= -xi+-x 3 +-x’ 

4 2 4 

, Sx‘= 1 +2 4 +3*+4 4 + ..+a+=ix 5 +-x^+-x 3 — — x . 

5 2 3 30 

Sx’= 1 +2 5 + 3’+4 s + +x’= \ x^-x'+^-xt- —x’ 

6 2 12 12 

* •Sx 6 asl + 2‘+3 6 +4 , + +x 6 = - x î +-x 6 +-Jc 5 — - x’+-î- x 

" ' A ^ ^ 

54-3. La formule du n° 536 donne 

* , ’ 'A: * r .- v ‘ 

S | (<2+x+4x)(u+x+2Ax)...(<2+x-i-/ttAx) | = 

* . f * ■ .•< 

(m+l)Ax ( a+ - r + i - r ) (a+x+2 Ax) .... [ u+x+(/n+ l)ax]+co/jtf. , 

expression d’où l’on déduit la somme des suites des 
nombres figurés. Le terme général de ces suites est 

(X4-1) (x+-2) (x 4-3) (x+-m) 

•' 1.2,3 „„ m ’ 
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et l’on a, en faisant dans la formule précédente a=0 
et 4x=l, 

g (x-H)(.r+2))x+3)..(x+m) _ (x+l)(x+2)(x+3). .(x+ra+l) 

1.2.3.. .....TO 1.2.3 (m+1) 

Ainsi un terme quelconque de chaque suite donne la 
somme des termes de la suite précédente. On trouve en 
faisant successivement m=i,=2,=3, etc. 


+consr. 


S — — =l+2+3+4+. 


.r+1 


(x+l)(x+2) 

1.2 


= 1+3+6+10+.. + 


(x+l)(x+2) 
1.2 

(x+l)(x+2) 

1.2 

(x+l)(x+2)(x+3) 
“ 1.2.3 

w (x+l)(x+2)(x+3) , . , , (x+l)(x+2)(x+3) 

S ÏX3 =1+4+10+20+...+ 

(x+1 ) 'x+2) (x+3)(x+4) 


1 . 2 . 3. 4 


etc. 


La constante est nulle lorsque les suites doivent com- 
mencer par l'unité. 

544. La formule du n° 537 donne de la même manière 

S = 

(a +x)(a+x+û.r)(«+x+2Ax) .... .{a+x+màx) 

1 1 

■ . .. i ■ ■ t j , coftst. 

mir (a+x+ix)(a+x+2Ax). . . . ,{a+x+màx) 

et cette formule servira à sommer les suites dont les 
termes ont l’unité pour numérateur, et pour dénomina- 
teurs les nombres figurés. Le terme général de ces suites 
est 

1 .2.3..... m 

(x+1 ) (x+2) (x+3). . .(x+«i) ’ 
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et la formule précédente donne 

1.2.3 \.m t 

(x+lXx+2)(.r+3). ...(x+/«) 

. 1 1.2.3 „.»* 

— , f- const. 

ni — 1 (x+2Xx+3) (x+ni) 

Cette formule est en défaut lorsque m=l. En suppo- 
sant ni= 2, =3, =4 , etc. , et déterminant la constante 
de manière que les séries commencent par l'unité, elle 
donne 

C 1.2 , 1 1 1 

S - — — ' — \ 4 . — 4 . — 4 . — 4 -,‘, 

(x+lXx+2) 3 G 10 

1.2 2 1.2 

+ (aj+DCt+S) “ ï \ (x+2) 

„ 1.2.3 11 1 

b (x+1 )(x+2)(x+3) + 4 + 1 0 + 20 + 

1.2.3 _ 3 1.2.3 

+ (x+lXx+2Xx+3) — 2 (x+2Xx+3) 

1.2.3 4 11 1 

k (x+l)(x+2Xx+3)(x+*) ~ + 5 + 15 + 35 + 

1. 2.3.4 4 _ 1. 2.3.4 

+ (x+l)(x+2Xx+3)(x+4) 3 (x+2) (x+3) (x+4) 

etc...... 

Les valeurs etc. , delà constante donnent les va- 

12 3 

leurs des séries correspondantes quand on les suppose 
prolongées à l’infini. 

545. Quant aux fonctions transcendantes, on déduit 
de l’expression de Sa T du n° 538, 

b a' = + const. 

a — 1 
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546. Les expressions de zsin.x et 2 cos. x du n“ 539 
donnent % 

sYx-f-Ar) 

+ const., 


cos. 


Ssin. x=- 


Scos.x = 


2sin. - Ax 
2 

n.(x+^x) 


2sin. - Ax 
2 


-j- const. 


Ces formules donnent la somme d’une suite de termes 
formés de sinus ou cosinus d’arcs croissants en pro- 
gression par différence. On en déduit en eflet , en 
écrivant p+qx à la place de x , et qix à la place de Ax, 


Ssin.(/>+gtx) 


Scos.f/i-Hyx) = 


cos. ^p+qx+ - yAx^ cos. \j > — - ÿAx^ 


.1 . 1 

2sm.- q Ax 2sm.-.^Ax 

.2 , 2 

sin. ^/>+<yx+- <yAx^ sin. (p — ~ q\x J 


2sin. - çAx , 2sin.-yAx, 


la constante étant déterminée de manière que les séries 
commencent respectivement par les termes sin.p et cos p. 

Intégration des équations aux différences finies , linéaires 
et à coefficients constauts. 

547. Considérons, coipme dans les articles précé- 
dents , une variable indépendante x , et une fonction y 
de cette variable. . La variation de x est la constante Ax, 
qui est toujours connue. Une équation aux différences 
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finies exprime en général une relation entre la va- 
riable x, la l'onction y, et un certain nombre des diffé- 
rences A/, A ’y, A 3 y, etc. de cette fonction. 

On voit d’ailleurs sur-le-cbamp qu’en mettant à la place 
de A y, a’/, a^, etc. , les expressions générales du n° 523, 
la relation dont il s’agit se trouvera donnée entre 
x >y»’ Xi* Ji< etc. > l’indice du terme le plus éloigné 
dans la série des valeurs de y étant égal à l’ordre le plus 
élevé des différences contenues dans l’équation proposée. 
D’où l’on voit qu’une équation aux différences finies 
n’est autre chose qu’une relation entre un certain nom- 
bre de termes consécutifs d’une série , par le moyen de 
laquelle on peut déterminer tous les termes de cette 
série, après en avoir pris arbitrairement un nombre égal 
à l’ordre de l’équation. 

Intégrer une équation aux différences finies , c’est 
trouver l’expression du terme général de la série dont 
on vient de parler. 11 résulte de ce qui précède que 
cette expression doit nécessairement contenir un nom- 
bre de constantes arbitraires égal à l’ordre le plus élevé 
des différences qui se trouvent dans l’équation , ou à 
l’indice le plus élevé des valeurs successives de la fonc- 
tion^ qui y sont contenues. •• . 

548. Le cas le plus simple est celui où l’équation 
proposée se réduit à 

* 

Y A-y = 0 , 

...» % 

laquelle , d’après la formule citée du n° 523 , revient à 

* f , . • . * . \ 

n{n — 1) «(« — l)(/t — 2) , f 

M-r— 1 + — - — r—' — V»-|— -±r.=0, 
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et d’où l’on tire 

n(n— I) 

y n —n.y K -,- 
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n{n — 1) (n — 2) 

y n — % 1 


2 ■ 2.3 y*-*—-Ty- 

■ A , 

Le terme de la série affecté de l’indice n est donné ici 
par la somme de n termes précédents , multipliés chacun 
par des coefficients numériques dépendants de cet indice. 

L’intégration de l’équation A'y=0 s’effectuera d’ail- 
leurs d’après ce qu’on a vu dans le n° 535. On aura 


> A, JT 

A— *r = lO= 1-A, 

Aj 

A,x' ’ (A, — 2A,)jt 
= 230 = m - * ;;; +A, , 


2(A-r)’ 


2A.T 


A,,A,,A„ etc. , étant des constantes arbitraires ; et en 
général l’intégrale de l’ordre n sera 

H 

jr = a+a l x-hv,x'+3 ï x:'+ -Ht,-, ■r*-' , 

a>*ua,,ai, ...... étant des coefficients constants arbi- 
traires, dont le nombre est égal à l’ordre de l'équation, 
549. Considérons maintenant l’équation 


y*+*+ Pr* +n - . + Q>'x + »_a +Rr* + »-3+. . • • + ty» =0 , . . (m) 

dans laquelle P,Q,R, U désignent des nombres con- 

stants. Si nous posons ÿ=P*, P désignant une constante, 
tous les termes, après la substitution de cette valeur, 
seront divisibles par p 1 , et il restera 

J>«+Pj3"-’,+ Qy— ’+Rj>"- 3 + +U=0, (n) 

en sorte que l’expression y=p x satisfera à l’équation pro- 
posée (m), pourvu que p soit l’une quelconque des ra- 
cines de l’cquation (n). 
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En représentant donc par p,,p„p„ J 3 » les n racines 

de l’équation ( n ), que nous supposons d’abord toutes 
réelles et inégales , nous aurons pour y les n valeurs 

particulières y=p*y—p,*,y—p t *, y=P* n i et puisque 

l’équation (n) serait également satisfaite par la somme 
de deux , ou d’un nombre quelconque de ces valeurs , 
affectées chacune de coefficients constants quelconques , 
l’on aura 

P?+ A ,p, x + A ,p , x +. . „ . A n p. x 

pour l’expression de l’intégrale générale de cette équa- 
tion; A,,A,,A 3 , A, étant les n constantes arbitraires 

qui doivent entrer dans cette intégrale. 

550. Dans le cas où l’équation (n) a des racines ima- 
ginaires , soit 

P ' — 2itpcos.ç + k' et j5 = A(cos.iydil/ — 1 sin. y) - 

un des facteurs réels du second degré de son premier 
membre, et les deux racines imaginaires correspon- 
dantes. On reconnaîtra, par le n” 117, que l’équa- 
tion (m) est satisfaite par les deux valeurs particulières 

y=k*{cos.’fX+V / — lsin.ipx) et y=k x (coi.yx — J/ — isin.yjr), 

et, par conséquent, par la somme de ces valeurs, multi- 
pliées chacune par un coefficient constant quelconque. 
D’où l’on conclut que la partie de l’expression générale 
de la fonction y correspondante aux deux racines imagi- 
naires dont il s’agit est , sous forme réelle, 

B, ^cos.çx-t-B^sin. yx , 

B, et B, étant des constantes arbitraires. 

!• axxée. 1 0 
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551. Le cas où l’équation (/») a des racines égales se 
résout d’une manière semblable à ce qu’on a vu dans 
le n° 4.40. Si l’on représentait par js et p.-j-M deux des ra- 
cines de cette équation , la somme des valeurs particu- 
lières correspondantes serait 

A,j>'+A,(.p i + W )' i 

ou , en développant la puissance indiquée , 

k,)p*-+-k,w.xpî , +A j oj j ■ ^ — -p/'-’+etc. 

Or, on peut donner à A, et A a des valeurs teUes que les 
quantités A.+A» et A t , se réduisent à des constantes 
finies quelconques lorsque l'on supposera u infiniment 
petite; ce qui réduit l’expression précédente à 

Dans le cas de trois racines égales , la somme des trois 
valeurs particulières correspondantes sera 

A„p.'+ A.xj^'+A, (J3,-K>)' , 
ou 

■ (A,+A l )o t *+(A J +A,»)xp,*~‘-f A 3 <u’ 4. etc. 

jL 

Et comme l’on peut attribuer aux constantes A„A,,A,des 
valeurs telles que les quantités A,+A 3 ,A,+A^,A s .j' de- 
viennent des constantes finies quelconques lorsque « de- 
viendra infiniment petite , la somme des trois valeurs 
particulières dont il s’agit prend la forme 

b, *?=*> 

■ if 


•> 
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Et ainsi de suite dans le cas où il y aurait un plus grand 
nombre de racines égales entre elles. 

552. Les constantes arbitraires introduites dans l’in- 
tégrale générale , se détermineront toujours d’après la 
condition que cette intégrale reproduise n valeurs don- 
nées de la fonction y, correspondantes à n valeurs égale- 
ment données de la variable x. 

• - y 

XLI. Formules d'interpolation. 


553. L’opération désignée sous le nom à' interpolation 
est une des applications principales du calcul des dif- 
férences finies. Elle est fondée sur cette notion , qu’à 
défaut de l’expression analytique d’une fonction qui en 
fait connaître complètement la nature , et qui permet 
d’en calculer exactement , ou d’une manière aussi ap- 
prochée qu’on le veut, la valeur correspondante à une 
valeur quelconque de la variable, on peut connaître, 
avec un degré d’exactitude qui suffit aux applications, 
toutes les valeurs de la fonction dont il s’agit lorsqu’on 
connaît un nombre limité de valeurs données de cette 
fonction. G’est ainsi que dans les constructions graphi- 
ques , on regarde la figure d’une courbe comme étant 
déterminée par un certain nombre de points donnés ap- 
partenant à cette courbe. 

Reprenons la forme du n° 521 


n{n — 1) n{n — i){n — 2) 

— - — £ , \, „ £ u„+ +A u m 


1.2 


1.2.3 


Cette formule établit simplement une relation entre la 

valeur la valeur u„, et les différences An 0 ,A’u # ,A , u„ 

a"m 0 ; ou, ce qui revient au même, entre les valeurs 
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u n qui sont censées connues. On ne peut, 

à parler rigoureusement, en tirer rien qui ne soit déjà 
donné. 

Considérons u comme une fonction de la variable x 
seule, et admettons que cette variable croisse par la dif- 
férence constante &x. Si nous écrivons u x pour repré- 
senter la valeur que reçoit la fonction u quand on donne 
à la variable une valeur désignée par x , nous devrons , 
en remplaçant dans la formule précédente par u x , rem- 

OC 

placer n par^-^. Elle s’écrira 



554. Si la fonction u était une fonction rationnelle et 
entière de x de l’ordre r, la différence A r «, serait con- 
stante , et par conséquent les différences des ordres sui- 
vants seraient nulles , comme on l’a vun°527. L’expres- 
sion précédente aurait donc un nombre déterminé de 
termes ; en sorte que la connaissance des r+1 premières 
valeurs de u suffirait pour continuer indéfiniment la 
série, et donner des nombres exacts. Cela se voit aussi 
en remarquant que si l’on fait A"«=0 dans l’équation 
du n° 523 , on en tire 




n{n — 1) 

1.2 


«.-»+ 


«(«— t)(n— 2) 
1.2.3 


Un — 3 


formule qui donne un terme quelconque de la suite 
u„u„u t , etc. , au moyen des n termes précédents. Cette 
circonstance n’a pas lieu en général; mais si les diffé- 
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rences successives Au^A’m^a’i^ , etc., ont des valeurs 
décroissantes , comme cela arrive dans les cas auxquels 
s’appliquent les méthodes dont il s’agit , on pourra sup- 
primer les termes qui seront assez petits pour ne pas 
influer sur la valeur des résultats , eu égard au degré 
d’exactitude avec lequel les nombres sont calculés. La 
formule précédente pourra servir alors à prolonger la 
série ; mais on conçoit qu’à mesure que l’on s’éloignera 
davantage des nombres donnés , on sera exposé à com- 
mettre des erreurs de plus en plus grandes. 

Il importe de remarquer d’ailleurs que dans les cas 
où les différences d’un certain ordre /• sont constantes , 
ou peuvent être supposées constantes , le calcul des 
termes de la suite etc. , qui dépassent le terme 

u r , n’exige plus que de simples additions. Soit par exem- 
ple la fonction 

u x =x l — 5x*+6ar — i , 

et supposons x=l. On calculera les quatre premiers ter 
mes , correspondants aux valeurs x—0,x=l,x=2,x=3, 
et l’on formera le tableau suivant 


• 

X 


Au* 

A 

A 

0 

— 1 




i 

4-1 

4-2 



2 

—1 

— 2 

— 4 


3 

—1 

0 

+ 2 

+ 6 


La nature de la fonction proposée , indiquant que les 
différences troisièmes sont constantes, on voit que 1 on 
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pourrait continuer la série des valeurs de h, par la 
formule 

A*U A J U 

u, = u„+x±uo+ x{x — 1 ) — - — 1 ) (x — 2) , 

1.2 v ' 1.2.3’ 

dans laquelle on ferait u 0 = — 1,Au 11 =2,a'u ( ,= — U,a’u 0 =6. 
Mais il est beaucoup plus simple de prolonger le tableau 
en écrivant la différence constante 6 dans la dernière 
colonne à droite , et formant par addition les colonnes 
en revenant de droite à gauche. 


JC 

u. 

Au, 

A ’u. 

A 3 u. 

3 

— 1 

0 

2 

6 

4 

+ 7 

8 

8 

6 

5 

29 

22 

14 

6 

6 

etc. 

71 

42 

20 

6 


Les résultats que l’on obtient ici sont entièrement 
exacts. Mais il n’en serait pas de même si les différences 
du dernier ordre , que l’on considère , n’étaient pas ri- 
goureusement constantes. Il faudrait alors calculer d’a- 
vance quelques termes éloignés de la série , et s'assurer 
que ces termes sont reproduits par le mode de calcul 
qui vient d’être indiqué. 

555. L’objet de l’interpolation consiste d’ailleurs, 
non pas à prolonger indéfiniment une série de termes 
dont tua certain nombre sont donnés , mais à calculer 
les termes intermédiaires dans une série dont un certain 
nombre de termes sont déterminés de distance en dis- 
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tance. Quoique la formule du n° 553 n’exprime , à propre- 
ment parler, que des relations entre les valeurs de u qui 
répondent aux valeurs déterminées 0,Ax,2Ax,3ax, etc., 
de la variable x, on la regarde comme exprimant en fonc- 
tion de x les valeurs de u , qui répondent à des valeurs 
quelconques de cette variable comprises entre les précé- 
dentes. Si l’on attribue à x une valeur moindre que Ax , 
l’expression de u« sera dans la plupart des cas très- 
convergente , et donnera facilement une valeur fort ap- 
prochée de cette quantité. 

D’après ces notions , le calcul des tables , telles que 
les tables de logarithmes ou les tables astronomiques , 
peut être réduit à calculer exactement en premier lieu, 
au moyen de l’expression analytique des fonctions, un pe- 
tit nombre de termes à intervalles éloignés ; et en second 
lieu , à former les termes intermédiaires par de simples 
additions. Nous avons supposé ci-dessus l’accroisse- 
ment Ax constant. Admettons qu’entre deux quelcdii- 
ques des termes connus m 0 ,u„u,,m„ etc. , qui répondent 
aux valeurs 0,ax,2ax,3Ax, etc. , de la variable x, on 
veuille interpoler un nombre m — 1 de termes distri- 

bués à intervalles égaux. Soit &r=— le nouvel incré- 
ment de x. Il est évident , d’après ce que l'on a vu dans le 
n° précédent, que l’on formera facilement les termes inter- 
médiaires demandés, si l’on connaît , etc., 

et si l’on peut supposer constantes les différences d’un 
certain ordre marquées par S‘u a ; puisque l’on aura alors 
la dernière colonne d’un tableau semblable à celui qui 
a été donné pour exemple , et les premiers termes de 
toutes les autres colonnes. Or, si l’on regarde, d’après 
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ce qui a été dit ci-dessus , la formule du n° 553 , comme 
devant donner les valeurs de u correspondantes aux 
valeurs intermédiaires de x , cette formule donnera d’a- 
bord , eu écrivant mSx au lieu de Ax , 


x x ( x \ A’a 

= + 1 “" + mSx Ufa J TJ 

+ — (— -l'if— -2)^% + ^, . 

mox \m§x ) ' mSx i 1.2.3 


expression dans laquelle a ,a« o ,a*«,,a , u > , etc., doi- 
vent être regardées comme des quantités constan- 
tes , et connues par le calcul préliminaire qui a été 
fait des termes de la suite qui répondent aux valeurs 
0,Ax,2ax,3ax , etc. En différentiant ensuite par rapport 
au signe 0 , et remarquant que les produits 


x / x \f x 
mSx\m5x J\mSx 



formant une fonction rationnelle et entière de x , leurs 
différences des ordres inférieurs à l’ordre marqué par 
le nombre des facteurs sont nulles, on trouvera 


ô r u f ~ 


<r 

f * 

x 

_ 1 ) 

(JL. 

_ 2 W_f__ 

f r 4\\ 

A r Uo “I 


mSx 

\mSx 

V 

\m'1x 

/ 'm&r 

J, 

' 1.2.3.. .r 

+<r 

{—( 

f x 

- 1 ) 

(JL. 

_ 2 ) (— 


A ***u. 

1 mox 

^mSx 


\mdx 


r ) 

1.2.3...(r+l) 

+r 

{ ^ 

r x 

-il 

(JL. 

J (J-- 


A^« 0 

, mSx 

mdx 


' mox 


— tr-t-ij J 

’l.2.3...(r+2) 

[_+ etc. 








Cette expression donnera les diflérences cherchées 
Su 0 ,ô'u n> ou a , en y faisant x— 0 après que les difïéren- 


f. 
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tiations indiquées auront été effectuées. Les formules 
dont il s’agit pouvant être employées utilement dans 
les applications, nous donnerons les expressions des 
différences des premiers ordres. 

En développant les produits indiqués, on trouve 
facilement en premier lieu 


aU x — 


. x 

S—— A «„ 
mox 


+ S (— 

\m\ Sx)" mSx J 1.2 

./ .r* „ x' x \ \'u 

~ mïïæJ 1.2.3 

L / x’ x’ x \ A *u 0 

^ m*(3xY m\âxf‘ m\S x)' mixJ 1.2.3 4 


?u,= 


x' A’u. 


m\Sx)' 1.2 

/ & 3 x' \ tfuo 

' m 3 (â x) 3 m\< Sx)’ J 1.2.3 

\mH§x'A 


I 3*( ~ g x 3 * x' \ A*« 0 

L \mXSx)ï m?{Sx) s * /n(Sx)'J 1 .2.3.4. 


'«,=J P 


A J «„ 


m 3 (5x) 3 1.2.3 


V 


+5 3 

L \m\ Sx)* rriX^x) 3 ) 1 . 2 . 3. 4 J 


6 — 


x 3 ^ A‘m„ 


Pu, — P 


\u„ 


m*( o'x)* 1 .2.3.4 


etc. 


En employant ensuite l’expression de A"x* du n°527, 
dans laquelle il faudra faire x=0 , ce qui la réduit à son 
dernier terme , ces formules deviennent 
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r..- i r 

m L 


i— m \ — 3m + 2/n' , 

ii« 8 4-— A*tt.-f — — - — A J u. 


2.m 


2.3.m’ 

I — 6 m+\ 1 m’ — 6 /h 5 
2.3.i.m 3 


, 1 — m 7 — 18 w-t-llw* . 

-+ 1«„+ — — : A‘u.+ etc, 


3 4.m* 


&*«„+ etc. J 

» 

] 


, 3 — 3 m 

A 3 m o +— A<a 0 +etc 

2 . ni 


] 


m L 

0 J I 

m L 

etc 

Il est rare que l’on soit dans le cas d’employer des dif- 
férences d’un ordre plus élevé que le quatrième. On voit 
d’ailleurs que si l’on s’arrête aux différences de l’ordre r 
des nombres u 0 ,ui,u t , etc. , de la série proposée , c’est- 
à-dire si l’on regarde la différence A r w, comme étant 
constante , il en résulte la conséquence que la différence 
du même ordre S r u t des nombres qu’il s’agit d’interpo- 
ler entre les précédents est également constante et 


. , . Vu T 
eçale a , m- 


-1 étant le nombre des termes insérés 


entre deux termes consécutifs de la suite proposée. Les 
résultats précédents donneront toujours les moyens 
d’interpoler une suite de nombres piacés à intervalles 
égaux entre les termes d’une suite donnée qui sont éga- 
lement placés à intervalles égaux. 

556. Pour donner un exemple de l’usage de ces pro- 
cédés , on déterminera les valeurs de la fonction 

U* = x 3 — 5x’+6ar— 1 

considérée n n 554, qui répondent aux valeurs de a-, crois- 
sant par dixièmes de l’unité. Nous avons donc ici 
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; ... . ' ' «. = — 1 

A«.= 2 

A 'u = — 4 
0 

A s « 0 = 6 

et les différences des ordres supérieurs sont nulles. 
Mettant ces valeurs dans les formules précédentes , où 
l’on fera m= 10 , il viendra 


„ —9 , 1-304- 200 „ 

2 + ( — 4) H c 

20 ^ 1 600 


1 r 

• io L 

*■“- = îéô [— c ] = — 0. 


- (il =0,551 


J '“- = îôôô 6 = 0 ’ l>0<i 


Ainsi , le calcul des valeurs intermédiaires demandées , 
s’opérera de la manière suivante : 


X 

u x 

du* 

( Vu. 

S'u, 

0 

0,1 

0,2 

—1,000 
— 0,449 
4-0,008 

0,551 

0,457 

— 0,094 


0,3 

0,377 

0,369 

— 0,088 

0,006 

0,4 

0,664 

0,287 

— 0,082 

6 

0,5 

0,875 

0,211 

— 0,076 

6 

0,6 

1,016 

0,141 

— 0,070 

6 

0,7 

1,093 

0,077 

— 0,064 

6 

0,8 

1,112 

0,019 

— 0,058 

6 

0,9 

1,079 

— 0,033 

— 0,052 

6 

1,0 

1,000 

— 0,079 

— 0,046 

6 

1,1 

etc. 

0,881 

— 0,119 

— 0,040 

6 


On peut voir, dans le Précis qui est au devant des 
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Tables de Logarithmes de Callet , page 64 , les pré- 
cautions qu’exigent les calculs de ce genre et la manière 
de corriger les petites erreurs auxquelles ils peuvent 
donner lieu lorsque les valeurs des différences ne sont 
qu’approchées. 

557. L’usage des tables de logarithmes ou des autres 
tables du même genre , donne lieu à une application 
continuelle du procédé de l’interpolation. L’emploi des 
parties proportionnelles se déduit immédia tendent du 
procédé qui vient d’être exposé en supposant les diffé- 
rences du second ordre nulles , et réduisant l’expression 
de u x , écrite n° 554 , à 

x ' . ' 

n* = «„+-— An„. 


Si les différences du second ordre ne sont pas nulles, on 
aura donc un résultat plus exact en employant les trois 
premiers termes ‘ 


x x(x — Ax) A ’u 

Ux — U+— Au H — 2 

° Ax ° AX* 2 


Cet usage des tables donne lieu aussi à la question 
inverse du problème de l’interpolation , c’est-à-dire à la 
recherche de la valeur de x, qui répond à la valeur 
donnée u x de la fonction u. Quand on peut supposer 
nulles les différences des ordres supérieurs , la première 
des équations précédentes donne 


x= Ax 



Si cette formule ne présentait pas l’exactitude néces- 
saire , il faudrait écrire 
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x=±x- 


AM„ 


1 + 


— l) — 
VXr / 1. 


A*k„ 


2Ak. 


+ etc. 


Après avoir calculé une première valeur approchée de a:, 

au moyen de l’expression A;c— 7 — î , on la substituerait 

dans le second membre pour obtenir un résultat plus 
exact. Cette seconde valeur de x pourrait être substi- 
tuée de nouveau pour obtenir un résultat plus exact 
encore. 


558. Nous avons supposé , dans le n" 554 et les sui- 
vants , que la variable x croissait par dillérences con- 
stantes, ou que les nombres de la suite proposée étaient 
distribués à intervalles égaux. On peut encore , dans les 
cas où cette condition n’aurait pas lieu , établir une 
formule d’interpolation analogue à l’expression de u x du 
n°554. Remarquons qu’en mettant dans cette expres- 
sion pour au 0 ,a’« 0 ,a’u o> etc., les valeurs écrites n°523, 
elle devient 


x . x f x \ k,— 2 k,+k„ 

U s — Uo+ —— (« — Ho)-f - — I 1 J — — 

&X àx \±x 1 1.2 

x f x \ ( x \ u, — 3k,+ 3k, — K o 

+ 3b-‘) — +etc - ; 


I 
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u.= 


Uo |t 

X 

+——( 

r X 

I 

\ 1 x f x 


— 2 j 4- etc. j 

Aj: 

1.2Ax' 

K^X - 

' 1.2.3Ax\.Ax 

)\àX 

+ U, | 

x 


r X > 

1 

h 1 x t x 

-)(f 

— 2^ — etc. | 

àx 



1.2 Ax\ 

<±X J 

' ' 1.2.3AxVAx 




'î-l 

• Ax ‘ 

) 1 *{*. 

-i)(- 

—2) 4- etc. j 


1.2 Ax' 

1.2.3 Ax^Ax 

' ' Ax 


/ S 



1 x f x 

-)(= 

-2)- j 




1.2.3 Ax\ Ax 

4- etc. 








• En faisant x=0 , cette équation se réduit à « x =u 4 ; en 

faisant x=\x , elle se réduit à u x =u, ; en faisant x = 2 ax , 
elle se réduit à u x —u t -, en faisant x = 3 a ; e , elle se réduit 
h u r =u s ; et ainsi de suite. La nature de l’expression 
consiste donc en ce qu’elle est formée des termes succes- 
sifs u 0 ,u„u„u„ etc. , ayant pour coefficients des fonctions 
rationnelles et entières de la variable x , qui ont la pro- 
priété de se réduire à l’unité quand on donne à x la 
valeur correspondante au terme auquel appartient la 
fonction , et de se réduire à zéro quand on donne à x 
une valeur correspondante à tout autre terme. 

Représentons en général par x 0 ,x„x^x 3 , etc. , les 
valeurs de x qui , substituées daus la fonction u, don- 
nent respectivement u a ,ui,u,,u„ etc. De quelque manière 
que croissent ces valeurs de x , on formera évidemment 
une expression qui présentera la même propriété que la 
précédente , si l’on écrit : 
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, - Uu ~ ^ ~- r ») (x — -x,) (x — x 4 ) 

' ~ ° (x # — x,)(x 0 — X,Xx.— x,Xx„— xJ 

+ M (x — x„) (x —x,) (x — x,) (x — x 4 ). 

'. (x,— X # )(x l -rX,X x x,) (x,— x 4 ) 

(x —x.) (x —x,) (x — x s ) (x — x 4 ) 

4- U 

(X,— xJ (X,— x.) (x,— x,) (X— x 4 ) 

+ u ( x — X„) (X —x.) (x —x,) (x — x 4 ) . . . 

3 (x 3 — xJ (x,— x,) (x 3 — x,)(x 3 — x 4 ) 

+ etc..... 

Celte formule peut servir à calculer facilement, au moyen 
d’un certain nombre de valeurs données de la fonction u 
correspondante à des valeurs déterminées de x , une 
valeur quelconque intermédiaire entre celles-ci. On véri- 
fie, d’ailleurs, qu’en supposant les valeurs x 0 ,x„x i ,x 3 , etc., 
croissant en progression arithmétique, cette dernière 
formule revient à la précédente. 

559. Un des principaux usages des méthodes d’in- 
terpolation consiste à établir des formules qui , étant 
déduites d’un certain nombre de résultats d’observa- 
tion ou d’expérience , sont regardées comme exprimant, 
d’une manière approchée , la loi d’un phénomène. On 
doit remarquer que l’usage des formules de ce genre ne 
doit pas en général être étendu au delà des limites des 
résultats qui ont été obtenus. Si l’on regarde les nom- 
bres donnés par l’observation comme étant tout à fait 
exacts , et si les formules cherchées doivent y satisfaire, 
on peut employer les procédés qui viennent d’être ex- 
posés. On peut aussi tâcher de satisfaire à ces nombres 
par d’autres expressions plus appropriées à la nature 
du phénomène. Mais le plus souvent les résultats nu- 1 
mériques sont affectés d’erreurs , et il ne conviendrait 
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pas de s’attacher à construire des formules qui s’accor- 
dassent exactement avec tous. On cherche alors à rem- 
placer d’abord ces résultats par une suite régulière , ce 
qui peut se faire soit au moyen d’une construction gra- 
phique, soit en altérant les nombres de manière à ren- 
dre progressive la marche de leurs différences de divers 
ordres. Une semblable altération est toujours plus 
ou moins arbitraire , et devrait être dirigée d’après 
des principes qui dépendent de la théorie des proba- 
bilités. 

Approximation des quadratures. 


560. Les calculs numériques qu’il est nécessaire d’ef- 
fectuer pour les rectifications, les quadratures, les cu- 
baturcs , la détermination des centres de gravité , celle 
des centres d’inertie , etc. , peuvent toujours être ré- 
duits à évaluer des intégrales définies telles que 



u désignant une fonction de x et a, b, les limites de 
l’intégrale. Lorsque cette évaluation ne peut être ef- 
fectuée directement, on emploie divers procédés d’ap- 
proximation dont les plus remarquables consistent à 
déduire la valeur de l’intégrale delà seule connaissance 
d’un certain nombre de valeurs de la fonction u. 

Supposons toujours que la variable x varie par la dif- 
férence constante Xc , et reprenons l’expression de u x du 
n”554, 


u—u+ — Au + — . 

* 0 \x 0 Sx v 


(Clx 

■ x J 1.2 

x ( x \ / X \ A 3 « 

— ( 1 ) ( 2 ) — -ï- + etc. 

ir \ix / \A.r / 1.2.3 
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D'après la notion sur laquelle sont fondés les procédés 
de l’interpolation , nous regardons cette formule 
comme pouvant représenter les valeurs de la fonc- 
tion u , non-seulement quand on y donne à x les valeurs 
0,iJ:,2Ax,3iJf , etc. , mais pour une valeur quelconque 
de cette variable. En multipliant donc par dx , et inté- ' 
grant entre les limites a et b, nous obtiendrons la valeur 
de l’intégrale proposée. 

L’expression précédente revient à 

x . . 

iu . 

+[(0-r,fê 

♦[(=)- *(£)'♦ ■=]& 
C0-<0 +1 ‘(0'-.‘0âî 


4- 24 


w 

£1 AV 
AxJ 1.2.3. 4.J 


+274 


+ etc. 


(0- m 


X "1 

1 


àx. 

1.2.3.45.6 


Multipliant par dx , et intégrant depuis x=0 jusqu’i 
x=üx , il viendra 


Çbx , r 1 " 1 . . ,1 19 

J . dx.u = A-r|^ 0 +- A».- - A « 0 + - 4 A «o- — A ‘* 0 

863 J 


2’ anmSs. 


17 
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pour l'expression de la valeur de la première partie d« 
l’intégrale proposée comprise entre les limites 0 et ax. 
La même formule donnera les expressions des parties 
suivantes de cette intégrale en éerivant u,,u„u,, etc. , à 
la place de u. D’où l’on conclut évidemment 

* i»»Ax 

I <£r.«=Axl 


Uo+ U,+ U,+ 


1 , 

+ (A 

A 


— 73 (A*U 0 +A*U 1 +A*U t + 

1 A 


+ ^ (A j «,+ A 1 u i +A 3 u i + 


— etc. 



et en remarquant que 

A « 0 +A u- 4~A U+.......+A Un— I = Un — U Q , 

A*«o+i’u>+ i ’u,+ + A* U„_ i = AUn — A U„ , 

A 3 u„+A 3 u 1 +A 3 u,+ +A 3 u,_,=A’u, — A’« # , 

etc., 

on changera l’expression précédente en 

4 

l’/îiX 


J! 


dx.u— 


A-ri 


2 


u„+m,+Uj4 u,+. 


.+u,_,+ - u. 


1(A Un A (A*Un A’u 0 ) ^(AV-A’«o) 

3 . 863 


12' T " 24 ' ' ” 720 

+77“ {A*Un-A*uJ- (A ! tt„-A ! « 0 ) + etc 


160' " T 60480' 


Au moyen de cette formule on peut calculer la valeur 
de l’intégrale /dx.u, entre des limites données, en par- 
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tageant l’intervalle de ces limites en un nombre n de 
parties égales chacune à &x, et déterminant les valeurs 
Uo,u<,u,,u„*....u„ de la fonction u, qui répondent aux 
points de division. Une première valeur approchée est 
donnée par le premier terme seul * * 




+«,+«,+«, +-■ 




Les termes suivants sont la correction de cette valeur. 
Le résultat sera d'autant plus exact, que le nombres 
étant plus grand, les différences qui composent les 
termes de correction sont plus petites. 

561. La formule précédente ne pourrait être utile- 
ment employée qu’autant que les différences des ordres 
successifs décroîtraient irès- rapidement. On peut en 
obtenir une autre qui donnera une approximation plus 
prompte. Reprenons l’expression de u T du n° précédent , 
et après avoir multiplié par dx , intégrons depuis x=0 
jusqu’à x2=îx. Il viendra 

f2 A.r r ! * 

\ dx.u—\x ^2it 0 +2iu 0 + - \'u — — A‘u, 


+ 95 a,h °- 


37 


3780 


A u 4- etc 




Ou, en faisant attention que, Au 0 ==u t — u 0 , \’u 0 —u , — 2u,+u o , 


r2\x 

J. ‘ 


dx. u =A x 


14 1 

- u + - uA — u 
3 * 3 3 * 

1 1 37 

L-95 S ‘“- + 5ô 4 '“--378Ô aV+<,,C . 


pour l’expression d’une première partie de l’intégrale 
comprise entre les limites 0 et 2Ax. En ajoutant les ex- 
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pressions analogues pour les parties suivantes comprises 
entre 2ax et 4 ax,4ax et 6ax , etc. , on aura donc , n 
étant un nombre pair, 

[•nAx 

dx.u — 


F 


Sx 

T 


Uo+4u 1 +2u a +4« I +2u 4 +4u s +. ... .+2u»_i+4.u»_,+u,”] 

s 

*— — (A < u 0 + A ‘“,+ i< “<+ +A 4 u,_6+A 4 it,_4+A 4 a„-,) 

30 

4- (A , u 0 +A I a,+A 5 u i + +A’u,_6+A‘a„_< +A 5 u„_ 1 ) 

«SU 

37 

— (a‘u.4- A*u,4- A*U 4 +. . .+a‘u„_6 +A‘«._4 +A 4 U,_.) 


1260 
4- etc. 


La première ligne est le résultat que l’on obtient en 
concevant dans l’intervalle compris entre 0 et 2 ax , la 
courbe dont l’ordonnée est u , remplacée par un arc de 
parabole passant par les extrémités des trois ordonnées 
u # ,u„u, ; et de même pour les autres intervalles. Les 
termes suivants sont la correction de cette même, pre- 
mière valeur, qui est déjà très-approchée. 

On peut remarquer que l’usage des formules précéden- 
tes exige la connaissance des valeurs h, + i,u,+,,« b 4 - 3 , etc., 
de la fonction a, qui sont placées au delà des limites de 
l’intégrale définie. Si la fonction u est donnée dans 
toute son étendue, cette circonstance n’entraîne aucune 
difficulté. Mais il n’en serait pas de même si , comme 
cela arrive quelquefois , cette fonction n’était donnée 
que dans les limites de l’intégrale définie. Nous ob- 
serverons à cet égard que l’esprit des méthodes d'inter- 
polation consiste alors à regarder la fonction proposée 
comme entièrement définie par les valeurs particu- 
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lières La différence de l’ordre le plus 

élevé que l’on puisse calculer au moyen de ces valeurs , 
est A«u 0 . On doit donc supposer cette différence con-. 
staute , et déterminer en conséquence les termes qui 
entrent dans les formules dont il s’agit. 


XL11. Lignes db. niveau et de élus grande fente sur. 

UNE SURFACE. 

562. Nous concevons les points d’une surface rappor- 
tés à trois coordonnées rectangulaires x,y,z. Les abscis- 
ses xy sont horizontales ; l'ordonnée z est verticale. La 
figure de la surface est donnée par l’équation 

*=/{x,y). 

Admettons que les abscisses xy reçoivent chacune 
des accroissements infiniment petits dx,dy 5 l’ordon- 
née z prendra également un accroissement infiniment 
petit , représenté par 

dz dz 

dz= — djc + — dr % 
dx + dy 1 ' 

“ et ^ étant respectivement les coefficients différen- 
tiels de la fonction f[xy), pris par rapport à x et k y. 
La valeur de dz dépend du rapport que l’on a établi 
entre les variations arbitraires dx et dy. Si ce rapport 
est tel que dz=^0 , c’est-à-dire si l’on a 

dz 


dz , dz , 

dï il+ % dr ' 


n dy — dx 

.°, don Tx —^ 

1 <fy 


on passera d’un point à un autre de la surface sans quo 
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l'ordonnée z change de râleur. L'équation précédente 
est donc l'équation différentielle de la projection sur le 
plan des xy de la ligne de niveau , passant par le point 
de la surface, dont les coordonnées sont représentées par 
x,y,z. 

On obtient l’équation en termes finis de cette projec- 
tion en attribuant à z, dans l’équation zz=J[x,y), une 
râleur constante égale à l’ordonnée du point par lequel 
on veut faire passer la ligne de niveau. 

563. En passant du point de la surface , dont les coor- 
données sont x,y,z, au point dont les coordonnées sont 
x-\-dxy-\-dy,z+dz, on parcourt, dans le plan horizontal 

des xy, un espace dx'y / on s’élève verti- 
calement de l’espace dz. La pente de la ligne parcourue 
sur la surface , c’est-à-dire la différence de niveau de ses 
deux points extrêmes , divisée par sa projection horizon- 
tale , est donc exprimée par 


dz , dz 

Jï dx+ iï dir 


dz dz dy 
dx dy dx 


■■■ -■ - . ou . 


La grandeur de cette pente variera avec le rapport ar- 
dy 

bitraire — . Si l’on veut connaître la direction de la plu» 

grande pente, on égalera à zéro la différentielle de l’ex- 

■ % dy 

pression précédente , prise par rapport à —, ce qui don- 
nera 

dz 

dy _ dy_ 
dx dz 
dx 


dz dz dy 

dy dy dx~ ' 


d’o 
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pour l'équation différentielle de la projection horizon- 
tale de la ligne de plus grande pente. On voit que , 
pour un point quelconque de la surface , les projections 
horizontales des lignes de niveau et de plus grande 
pente qui se croisent en ce point , et par conséquent ces 
lignes elles-mêmes , sont toujours perpendiculaires l’une 
sur l’autre , résultat dont il est aisé de s’assurer directe- 
ment. 

564. La considération des lignes de niveau et de plus 
grande pente s’applique à la représentation graphique 
de la surface de la terre , au tracé des routes et à la con- 
duite des eaux. On reconnaît que cette surface présente 
des pentes alternatives en sens opposés , sur lesquelles 
se trouvent des systèmes de lignes de plus grande pente, 
séparés par des lignes de moindre pente ? désignées par 
les noms de faîtes et de thalwegs , qui sont autant 
d’asymptotes des lignes de plus grande pente ordinaires. 
Quand on parcourt une même ligne de niveau, les points 
où elle est coupée par les lignes de faîtes ou de thal- 
wegs sont toujours ceux où la pente est un mininum. Il 
existe des points remarquables où les lignes de faites et 
de thalwegs se croisent à angles droits , et dans lesquels 
la hauteur verticale de la surface est un maximum ou un 
minimum absolu ou relatif. Les derniers de ces points 
indiquent les lieux où l’on doit diriger le tracé des rou- 
, tes ou des canaux lorsqu’il s’agit de franchir une chaîne 
de montagnes. 




< 


1 / ’ 



XLI1I. De la courbure des surfaces. 


565. La courbure d’une courbe est définie quand on 
détermine le rayon du cercle osculaleur , c’est-à-dire du 
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cercle qui a un contact du second ordre avec cette courbe. 
La courbure d’une surface est également définie en assi- 
gnant le rayon du cercle osculateur de toutes les sections 
normales qui peuvent être faites en un point donné. 

Si , suivant la normale en un point quelconque m 
d'une surface , on fait passer un plan , on obtiendra une 
courbe qui sera une section normale de la surface. 
Prenons sur la normale , à partir du point m , une 
distance infiniment petite S ; puis , par le point ainsi dé- 
terminé , menons un plan perpendiculaire à la nor- 
male ; nous obtiendrons une courbe que nous désigne- 
rons , avec M. Ch. Dupin, par le nom d 'indicatrice, 
parce que la nature de cette courbe fait connaître, 
comme on le verra tout à l’heure , la figure de la surface 
près du point m. Si d’ailleurs nous représentons par a 
l’arc infiniment petit compris entre le point m et le point 
où la section normale rencontre l’indicatrice, et si nous 
appelons p le rayon de courbure de cette section nor- 
male , nous aurons 

*=p.arc.cos.(i-*)== p y/ 2 i, 
et par conséquent 



Ainsi les rayons de courbure de diverses sections nor- 
males sont proportionnels aux quarrés des arcs o de ces 
sections , comptés du point m jusqu’à La rencontre de 
. l’indicatrice, ou, si l’on veut, aux quarrés des demi- 
diamètres de l’indicatrice, qui ne diffèrent des arcs qui 
leur correspondent, que d’une quantité infiniment petite 
du second ordre. 
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566. Cela posé , la situation du point m étant rap- 
portée à trois axes rectangulaires par les coordonnées 
x,jr, z , soit 

l’équation de la surface proposée. Représentons par 
jc+*^+ 6 ,z +7 les coordonnées du point de rencontre de 
la section normale et de l’indicatrice j en sorte que les 
quantités « et 6 étant très-petites , on pourra négliger 
leurs puissances et leurs produits par rapport aux puis- 
sances et aux produits d’un ordre inférieur. On aura , 
d’après la formule du n° 138, 

dz dz 1 / d'z d'z d'z _A 

7= ^“ + ^ e+ 2VZ? a+2 ^“ € + d? 6 ) î 

expression que nous frirons plus simplement 


y=pa+qS+ - (ra’+asaS+rS*),. 


(*) 


en représentant pour abréger par p et q les coefficients 
différentiels du premier ordre et^- ; et par r,s,t les 

coefficients différentiels du second ordre 

dx dxdy 1 dy 

On peut regarder a, 6,7 comme des coordonnées comptées 
à partir du point m sur des axes parallèles aux axes des 
x, des y et des z. L’équation ( b ), dans une étendue 
très-petite autour de ce poiut , doit être regardée comme 
appartenant à la surface proposée. 

De plus, lequation du plan tangent mené par le point 
m à cette surface sera , d’après le n° 217, 


y =*pa4-'y<5. 


(O 
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On en conclut que le plan de l’indicatrice, mené paral- 
lèlement au plan tangent à la distance*?, mesurée sui- 
vant la normale, ou à la distance S , mesurée 

suivant l’axe des z , aura pour équation 


7 — S q'±\=po.-\-qZ ( d) 

Enfin , si l'on élimine 7 entre les équations (£) et ( d ) , 
le résultat de cette élimination , qui est 

2? V' p'~\~ q'+i = fa ■+■ 2sa6 + (e) 

sera évidemment l’équation delà projection de l’indi- 
catrice sur le plan de a6. On voit que la distance*? est in- 
finiment petite du second ordre lorsque a et 6 sont infi- 
niment petites du premier ordre. 


567 . Nous avons d’ailleurs • 

c'=a+ 6*4-7*, C/) 

ou, en mettant pour 7 sa valeur donnée par l’équation ( b ), 
et ne conservant que les quantités du second ordre par 
rapport à a et 6 , 

<j ,= -(l+/> , )“ , + 2pça6-|-(l+ q') 6’. 

Ainsi l’expression (a) du rayon de courbure devient , en 
mettant pour®' cette valeur, et pour 2? la valeur qui se 
déduit de l’équation (e) , 





Cette formule donnera le rayon de courbure d’une sec- 
tion normale quelconque lorsqu’on aura fixé le rap- 
6 

port - , c’est-à-dire la projection sur le plan des xy de la 
ce 

tangente menée au point m à cette section normale. 


•f 
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568. D’une section normale à une autre , le rayon de 
courbure varie proportionnellement aux quarrés des 
demi-diamètres de l’indicatrice. Cette ligne , dont la 
projection sur le plan des xy est donnée par l’équa- 
tion (e) du second degré , est toujours disposée symé- 
triquement par rapport au point m, et les valeurs 
maximum et minimum du rayon de courbure corres- 
ponderont évidemment à ses diamètres rectangulaires. 
Pour les déterminer de la manière la plus simple , on 
remarquera qu'en diflerentiant les équations {d) et (e) 
auxquelles les coordonnées des points de l’indicatrice 
doivent toujours satisfaire , on a 

dy = pdx-\- ydZ , 

0 = (ra-i- So) dxAr (s**4 -tê) cfô. 

De plus si jJ, et par conséquent a, doivent être un maxi- 
mum ou un minimum , on a par l’équation (f) 

0 = *4*7^7 ; 

ou , à cause de la valeur précédente de d y , 

0 = (a +py) dot 4* (6 + qy) dS. 

Donc 

a+py &+qy _ <»(«+ py) -4-6(g+g7) 

rx-f-sS sa-t-tê a (rx 4* së) -4- 9 (J x + 

Or, la dernière de ces trois quantités est précisément le 
second facteur de l’expression (g) du rayon de cour- 
bure J3. Donc , si l’on représente par R la valeur maxi- 
mum ou minimum de ce rayon, et si l’on fait pour 
abréger 

z = __ 5_ , 

■ ' ' * • Vp'+q'+ r 


V 
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zia », z=f± s, 

ra+rS ia+rS' 


Z(m+s€) ss (i+p’)a+pq?l 
Z(*a+rÇ) = pq<x+( l+y*)6) 

Nous en déduirons d’abord en éliminant Z, 


(A) 


équation qui donne 

— [(l+7*) r — (1+p’)*] 


[ 


e 

oc 




h—m<L 


ce qui revient à 


± 


2[(1+?*) »—/>?*] 




il^[(i+Ÿ*) r — 2/>ÿî4-(l+^’)]' — 4 (p'-fÿ’+l )(/•/■ 


! 1 

*+î‘+l )(rt-s*) J 


.... « 


“ , ' 2[(1 +q')s-pqt] 

ainsi qu’il est aisé de le vérifier. 

Nous déduirons en second lieu des équations ( h ) , par 
l’élimination de a et 6 , 

(rf-j’jZ*— [(i+q^2pqs+{i+p’y]Z+p‘+q^i=0i 
d’où, en se rappelant que R=Z i/J^-ï-q'+i, 
n_yj'+q'+\ f tt+q')r—2pqs+(Up')t ‘ -1 

2 ("s') L±kl(l+ ? -)r_2^ + (i + ^ ) ,]-_4 ( p* +9 * +1 ) (rt _ i .J ^ (k) 
Les deux valeurs données par la formule (i) représen- 
tent les tangentes trigonométriques des angles formés 
avec l’axe des x par les projections sur le plan des xy 
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des axes rectangulaires de l’indicatrice ; ou des lignes 
d’intersection du plan tangent à la surface avec les plans 
normaux qui contiennent le plus grand et le plus petit 
rayon de courbure. Les deux valeurs données par la 
formule (&) appartiennent à ces rayons mêmes , qui sont 
appelés généralement rayons de courbures principaux. 

Nous remarquerons que les formules (j) et (k) donnent 
toujours des valeurs réelles ; car on a identiquement 

‘ (l+i>*)’ {(1+î*)^- 2pqs+(l+p*)tf —- »*)} =* 

{ (i+^’)[(l+/>*)t— (l-H 7 ’)r]+ 2 ^y[f qr—{\+p')s] ) * 

■+4( /+ÿ’+l )[pqr—{ l+/>*)s]’. 

569. La valeur du rayon de courbure d’une section 
normale quelconque s’exprime très-simplement en fonc- 
tion des deux rayons de courbure principaux. Concevons 
en efïet les positions des plans coordonnés , changées de 
manière que le plan des xy devienne parallèle au plan 
tangent mené à la surface proposée au point m. On aura 
donc pour ce point p=0,q=0 , et l'équation (e ) , appar- 
tenant à l’indicatrice , se réduira à 
2<î=/-ï , + 2sï6 + <6\ 

Si de plus les axes des x et des y étaient placés de ma- 
nière à coïncider avec les axes rectangulaires de l’indi- 
catrice , on voit par cette équation que l’on aurait x=0. 
Ainsi, en faisant ^=0,^=0 et s=0 , on exprime les con- 
ditions nécessaires pour que les plans des xz et desyz 
coïncident avec les plans des sections normales aux- 
quelles appartiennent les deux rayons de courbure prin- 
cipaux. Dans ce cas, l’expression {g ) du rayon de cour- 
bure d’une section normale quelconque , se réduit à 

«*+€* 

• P— rx’-Kfi 1 ’ 
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et en représentant par ? l’angle formé par le plan de 
cette section normale avec le plan des xz , elle prendra 
la forme 

1 

Ç} ~ mm ■ - - - a 

" rcos.-'ç+t sin.’ç’ 

Nous remarquerons d’abord que cette expression 
donne 

- = (rcos.*?+tsin.’q>) , 

et que si l’on appelait p t le rayon de courbure apparte- 
nant à la section normale, dont le plan est perpendicu- 
laire à celui de la section à laquelleappartient le rayon p, 
on aurait 


Donc 


— =(rsin.*f-Kcas.’f). 

1 1 

- + — =r+t , 

P P. 


équation très -remarquable, d’où l’on conclut que la 
somme des inverses des rayons de courbure apparte- 
nant à deux sections normales quelconques rectangu- 
laires est constante. Ainsi l’on a toujours 


1 1 t 1 

p + p.~R + K 


R et R t représentant les rayons de courbure principaux. 

D’ailleurs, l’équation qui a donné, dans le n° 568, 
l’expresston ( k ) des rayons de courbure principaux , in- 
dique que l’on a en général 

H+B.=|/P7ÏÏ 

* rt— 4 * ’ 

RR,— ( £±?±i L 

rts' 
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et par conséquent 

R+R,_ 1 i _ (1+ g') r — “2pqs+(\+p m )t • 

RR, R Ri 


570. Si maintenant on fait successivement »=0 

» 1 

et «=- dans l’expression P= — — — — du n° pré- 

T 2 r rcos ç.-t-<sin. a f r 

cèdent , elle donnera 



r 


et 



pour les valeurs des rayons de courbure principaux ap- 
partenant respectivement aux sections normales qui 
coïncident avec les plans des xz et des jz. D’où il suit 
que l’expression de du n° 568 , peut être remplacée 
par la suivante : 

_ RR, 2RR, 

^ R,cos.’<p4-Rsin. J ÿ’ <■ ^ R -(-R, — (R — R,)cos.*y 


On connaît ainsi la valeur du rayon de courbure d’une 
section normale quelconque en fonction des deux rayons 
de courbure principaux , et de l’angle ? formé par cette 
section normale avec celle qui contient le rayon R» 

Il résulte de ce qui précède que deux surfaces qui se 
touchent en un point donné , si elles ont les mêmes 
rayons de courbure principaux , ont en ce point dans 
tous les sens un contact du second ordre, c’est-à-dire 
que toutes les sections normales faites dans ces deux 
surfaces ont respectivement des rayons de courbure 
égaux. On voit aussi que , dans une étendue infiniment 
petite autour d’un point quelconque m d’une surface , 
on peut concevoir cette surface comme pouvant être 
décrite de deux manières par la révolution d’un arc de 
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cercle , savoir : 1« par la révolution du plus grand cer- 
cle oscillateur tournant autour d’un axe tracé dans son 
plan perpendiculairement à la normale , et passant par 
le centre du plus petit cercle osculateur; 2° par la ré- 
volution du plus petit cercle osculateur tournant autour 
d’un axe tracé dans son plan perpendiculairement à la 
normale , et passant par le centre du plus grand cercle 
osculateur. En effet , les deux surfaces ainsi décrites, 
ont évidemment les deux mêmes rayons de courbure 
principaux que la surface proposée. 

571. Considérons maintenant (fig. 55} une section 
faite obliquement dans la surface par un plan mené par 
la tangente mh de la section normale nmri , à laquelle ap- 
partient le rayon de courbure p. Soit omo' l'intersection 
de ce plan oblique avec la surface, et 00 ' l’intersection 
de ce même plan avec le plan de l’indicatrice. Dési- 
gnons par 01 l’angle formé par la normale mf avec la per- 
pendiculaire mg , menée dans le plan oblique à la tan- 
gente mh. Si l’on demande la valeur du rayon de 
courbure de la section oblique omo‘ , on remarquera 
que la différence des lignes nf et og, ou celle des arcs 
mn et mo , est du même ordre que la distance mf, c’est- 
à-dire infiniment petite par rapport à ces arcs eux-mêmes. 
On peut donc prendre mn pour la longueur de l’arc mo. 
Ainsi le rayon de courbure dè la section oblique omo' 
étant d’après le n° 565 

a 

mo 

2 -mg' 

on peut écrire , au lieu de cette expression , 

8 

mn RR.cos.w 

mf ê c(>s -“ R l co».‘f4-Rsiu.’f 

co». -u 
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Cette formule donne, d’une manière très-simple, le 
rayon de courbure d’une section oblique quelconque , 
faite dans une surface , en fonction des deux rayons de 
courbure principaux ; de l’angle q> formé par la tangente 
de la section oblique avec le plan de la section qui con- 
tient le rayon p ; et de l’angle w compris entre le plan de 
la section oblique et la normale à la surface. 

Des lignes de courbure. ■ - ' ■ • 

‘ 1 » 

572. Les sections normales correspondantes aux axes 
rectangulaires de l’indicatrice , auxquelles appartien- 
nent les rayons de courbure principaux , présentent une 
propriété très-remarquable. Soit (fig. 56) non l’indi- 
catrice , m le centre de cette courbe , et nn la trace 
d’une section normale quelconque. Si l’on voulait mener 
par le point n une normale à la surface , cette ligne de- 
vrait être perpendiculaire en même temps à la section 
normale projetée en nn, et à la tangente ni menée à 
l’indicatrice au point n. La projection de cette nor- 
male sur le plan de l’indicatrice serait donc la ligne îik 
perpendiculaire à ni, et par conséquent la normale 
dont il s’agit ne rencontrera pas en général la normale 
à la surface menée par le point m. Mais les deux ‘ ’ 
normales se rencontreront si la . trace nn coïncide 
avec l’un ou l’autre des axes rectangulaires NN,N'N', 
de l’indicatrice. Ainsi , en chaque point d’une surface 
les sections normales auxquelles appartiennent les rayons 
de courbure principaux se distinguent de toutes les au- 
tres par une propriété caractéristique , qui consiste en 
ce que la normale à la surface , pour le point dont il 
s’agit, rencontre la normale pour un point infiniment 
2* ANNÉE. 'Z-';.' ' 18 ' ' 


V . 
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voisin , pris sur l’une ou sur l’autre de ces deux sections. 

Le point de rencontre de ces deux normales est évi- 
demment le centre de courbure de la section. 

L’existence de cette propriété peut être vérifiée im- 
médiatement de la manière suivante. Considérons la 
normale menée à la surface au point m , et soient x f y ,z' 
les coordonnées d’un point quelconque de cette ligne. 

Ses équations seront , d’après le n° 217 , 

, ' x — x'-f p[z — z')=0 , 

y—y+q{z—z') = 0 ; 

* . * . * ■ 

et si on les dillérentie par rapport à x,y,z , en y regar- 
dant x'.yV, comme des constantes , les équations obte- 
nues de cette manière appartiendront à une ligne infini- 
ment voisine qui satisfera aux deux conditions d’être 
normale à la surface, et d’avoir avec la première nor- 
male un point commun. Cette différentiation donne 

dx+dp ( z — z)+pdz = 0 , 
dy+dq{z — z')+qdz = 0 ; 

ou, en faisant attention que dz=pdx+qdy,dp—rdx+sdy, 
dq=sdx+tdy, , . ' 

(l+p')dx+pqdy+ { rdx+sdy ) (z— a') = 0 , 
pqdx+(lyq’ , )dy+(sdx+tdy) (z— z') =0. 

* *• ‘ i r . V ' ' I k t 

En éliminant maintenant z — z' entre ces deux der- 
nières équations , ce qui donne 

[(!+?’)*— pqt\ (^) + [( 1 +î ’) r “ £ c ~ [(!+/>>— pqr\ 



■■ i 
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on obtient une équation à laquelle doit satisfaire la va- 
dy \ ■ 

leur de — appartenant à la projection horizontale de la 

courbe suivant laquelle il faut se déplacer sur cette 
surface pour satisfaire à la condition que deux nor- 
males infiniment voisines soient comprises dans un 
même plan. Or, cette équation est précisément celle qui 

g * . 

donne les deux valeurs du rapport — auxquelles corres- 

CL 

pondent les rayons de courbure principaux. Onrecon- 

naît d'ailleurs immédiatement nue les deux valeurs de — 
, 1 dx 

données par cette équation appartiennent respective- 
ment à deux lignes qui se coupent à angles droits, lors- 
qu’on suppose , comme dans le n° 569 , la position des 
plans coordonnés changée de manière que le plan desyx 
devienne parallèle au plan qui touche la surface au 
point m. On a alors p — 0,q=0 , et l’équation précédente 
se réduit à 




les deux racines donneraient donc les tangentes trigo- 
nométriques de deux angles suppléments l’un de l’autre, 
c’est-à-dire que les directions des courbes auxquelles 
elles appartiendraient seraient perpendiculaires entre 
elles. 

Si l’on élimine maintenant^- entre les deux équa-' 
tions qui ont été trouvées ci-dessus , on aura 
(rl— f)[z— sT+Kl+j’lr— 2pqs+(i+p’)t](z—: z')+l4p’+ÿ’=0. 
Cette équation , réunie aux deux équations de la nor- 
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male, donnera les coordonnées x , y, z' da point de ren- 
contre des deux normales consécutives , c’est-à-dire du 
centre de courbure. Comme elle est du second degré , 
chacune de ces coordonnées aura en général deux Va- 
leurs , en sorte qu’il y aura sur la même normale deux 
centres de courbure appartenant respectivement aux 
sections rectangulaires déterminées par l'équation pré- 
cédente. Quant à la grandeur du rayon de courbure , si 

on la désigne comme ci-dessus par R, on a évidemment 

* n > ■ - • 

z > — — . . 

Vi+p'+q' 

L’équation que l’on vient d’obtenir s’accorde donc avec 
celle qui a été trouvée n° 568 , et dont ou a déduit l’ex- 
pression {h) des rayons de courbure principaux de la 
surface. , . .... 

573. On voit, par ce qui précède, qu’après s’être 
placé en un point quelconque d’une surface, on peut 
toujours passer de ce point à un point voisin Suivant 
deux directions qui forment entre elles un angle droit , 
avec la condition que les normales menées à la surface 
par les deux points seront comprises dans le même plan, 
et se rencontreront. Après s’être ainsi transporté dans un 
second point on peut passera un troisième , puis à un 
quatrième , et ainsi de suite , en s’assujettissant toujours 
à la même condition. On tracera de cette manière sur 
la surface une ligne continue , que l’on a nommée ligne 
de courbure , et dont la considération est importante. 
Il existe toujours, pour chaque point d’une surface, 
deux lignes de courbure , qui se coupent à angles droits 
dans ce point. En concevant toutes ces lignes tracées sur 
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la surface , on voit qu’elles la divisent en deux systèmes 

de zones , dont le croisement forme des figures rectan- 
gulaires. Les deux lignes de courbure qui se coupent 
en chaque point , correspondent aux sections normales 
de plus grande et de plus petite courbure , c’est-à-dire 
aux sections normales principales. 

L’équation 

(~£) + [^+2 *) r — — — [(l+/)s-/>?r] 
— 0 

qui a été obtenue précédemment , est l’équation diffé- 
rentielle de la projection des lignes de courbure sur le 
plan des xj. Comme celle du second degré par rapport à 

son intégrale contiendra une constante arbitraire 

élevée au quarré ; et si l’on veut déterminer cette con- 
stante de manière à faire passer la ligne de courbure 
par un point donné de la surface , on trouvera deux 
valeurs qui appartiendront respectivement aux lignes 
de courbure de chaque système. 

En éliminant ret t aumoyen des relations dp=rdx+sdy, 
dq—sdx+tdy, et en se rappelant que dz=pdx+qdy , 
cette équation prend la forme 

dp (dy+qdz) = dq ( dx+qdz ) 
qui doit être remarquée. 

574. L’examen des diverses figures que peut affecter 
fa courbe appelée indicatrice est très-propre à faire 
juger des modifications que présente la courbure des 
surfaces. L’équation (è) du n*566, dans laquelle on n’a 
conservé que les termes du second ordre en a et 6 , 

1 

7 — p*-t-q&-h - (/v"+2ixÇ+/S’) , 

2 
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appartient à une surface du second degré ; d’où Ton con- 
clut qu’une telle surface peut en général avoir dans 
toutes les directions autour d’un point quelconque une 
osculation du second ordre avec la surface proposée. La 
surface proposée et la surface du second degré oscula- 
trice doivent être regardées comme se confondant l’une 
avec l’autre dans une étendue infiniment petite autour 
du point m , et l’indicatrice comme appartenant à l’une 
et à l’autre. L’équation (e) de la projection de l’indi- 
catrice sur un plan parallèle au plan des xy a été 
donnée n° 566 : nous l’écrirons simplement 

en faisant pour abréger D = 23 J/ p’+q’+i ; cette équa- 
tion résolue par rapport à 6 donne 

— sa ±1/ lit — ( rt — s’) a* 

€ — ■ ~ ~ ■ - ■ ■ . 

t 

575. Si la fonction rt — s ’ est positive, l’indicatrice 
est une ellipse , et la surface osculatrice du second degré 
est un ellipsoïde. Tous les diamètres de l’ellipse étant 
réels , les quarrés de ces diamètres , auxquels les rayons 
de courbure des sections normales sont proportionnels , 
sont tous positifs. Toutes les sections normales ont leurs 
courbures tournées dans le mémesens. Le même résultat 
se conclut de l’expression (k) du n® 568. 

576. Si la fonction rt — s* est négative,, l’indicatrice 
est une hyperbole , et la surface osculatrice du second 
degré est un hyperboloïde. Les diamètres de l’indica- 
trice , ayant leurs quarrés positifs , tandis que les dia- 
mètres imaginaires ont leurs quarrés négatifs , les deux 
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courbures principales de la surface sont tournées en sens 
contraires ; et en général , parmi les diverses sections 
normales , les unes ont leur courbure tournée dans un 
sens , les autres dans le sens opposé. Les asymptotes de 
l’hyperbole , dans la direction desquelles la courbure 
est nulle, séparent les sections normales qui ont res- 
pectivement leur courbure tournée dans un sens ou dans 
l’autre. 

On obtiendra la direction de ces asymptotes en éga- 
lant à zéro le dénominateur de l’expression (g) du n° 567, 
ce qui donne > ' 

rx’+2**6-M6*=0. 

• • * • , ‘ » 

• >. ». 

Ainsi l’équation différentielle 



appartient à la projection sur le plan des xy des courbes 
tracées sur la surface proposée dans le sens desquelles 
la courbure est nulle, ou le rayon de courbure infini. 
L’équation différentielle 

dz = pdx + qdy 

appartient également au plan tangent à la surface au 
point m, et à la surface elle-même ; on en déduit 

tTz = dp.dx + dq.dy, ou cTz = rdx'+ isdydx+ldy' . 

Mais on a pour le plan tangent cTz=0 : donc en écrivant 
rdx'y 2sdydx ytdy'— 0 , 

on établit entre dx et dy une relation qui appartient à 
la ligne d’intersection de la surface proposée et de son 
plan tangent. Ainsi dans les surfaces du genre de celles 
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dont il s’agit , c’est-à-dire lorsque les deux courbure» 
principales sont dirigées en sens contraires , la surface 
est coupée par son plan tangent suivant deux ligne» 
dout les directions coïncident avec les asymptotes de 
l’indicatrice. 

L’angle compris entre ses asymptotes peut faire juger 
du rapport des deux courbures. En effet , le rapport des 
deux alies de l’hyperbole étant exprimé par la tangente 
trigonométrique de cet angle , le rapport des rayons 
de courbure principaux le sera par le quarré de cette 
tangente trigonométrique. 

577. Si la fonction rt — s' a une valeur nulle , l’ex- 
pression de € du n° 574 se réduit à 



— sadzl^Dt 
t 


et représente le système de deux lignes droites, formant 
avec l’axe des x un angle dont la tangente trigométri- 

que est — -. L’indicatrice est donc formée ici de deux 

lignes droites parallèles , et la surface osculatrice du 
second degré est une surface cylindrique. Tous les dia- 
mètres de l’indicatrice étant réels , la surface a toutes 
ses courbures dirigées dans le même sens ; mais la cour- 
bure est nulle dans le sens des lignes droites dont il 
s’agit. En effet, en supposant rt — s'= 0 dans l’expres- 
sion (A) du n° 568 , qui donne les valeurs des rayons de 
courbure principaux , on voit que l’une des racines de 
cette équation est alors finie , l’autre infinie , et qu’elles 
sont de même signe. La propriété d’aVoir un contact du 
second ordre avec une surface cylindrique , appartient 
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aux surfaces appelées développables , et les caractérise. 
L’équation aux différences partielles du second ordre 
ri — 0 , 

qui exprime cette propriété , convient à toutes les sur- 
faces de ce genre- 

578. Les deux valeurs de R données par l’expression 
(k) du n° 568 seront égales et de même signe si l’on a 
[{i+q')r—2pqs+{i+p')tY—i{i+p’+q') [rt—f J = 0. 
Cette dernière équation exprime donc la condition né- 
cessaire pour que les deux rayons de courbure princi- 
paux soient égaux entre eux et dirigés dans le même sens. 
L’expression de pdu n“ 570 montre que dans ce cas les 
rayons de courbure de toutes les sections normales sont 
égaux entre eux. Les points , d’une surface où cette cir- 
constance se présente , et dans lesquels l’indicatrice est 
un cercle , sont ordinairement très-remarquables : on 
leur a donné le nom d 'ombilics. 11 importe d’observer 
que d’après la remarque qui a été faite à la fin dun° 568, 
l’équation précédente ne peut pas subsister à moins que 
l’on n’ait séparément les deux équations 

(l+? , )r-(î+^)f=0, ' 

( 14 p')s—pqr = Q, 
lesquelles entraînent la suivante 

(i+q')s—pqt = 0. 

On peut se convaincre d’ailleurs que l’égalité des deux 
rayons de courbure principaux entraîne toujours l’exis- 
tence de la double équation 

1 +p’ pq _ 1 + 7 * 

r s t , 

en remarquantque la formule dun° 570 prouvant que les 
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rayons de courbure de toutes les sections normales sont ' 
alors égaux entre eux , il est nécessaire que le rap- 
S .. -, 

port - disparaisse dans l’expression (g) du n° 567, ce 

qui ne pourrait avoir lieu si cette double équation 
n’existait point. 

Cette double équation rendant identique l’équation 
du n° 568 dont dépend l’expression de - , ou (ce qui est 
la même chose) , l’équation du n" 572, dont dépend l’ex- 

pression de — qui convient aux directions des lignes 
de courbure principales , on ne peut plus rien conclure 
relativement à ces directions. II existe des ombilics où il 
ne passe qu’une seule ligne de courbure principale , 
d autres où il en passe un nombre fini plus grand que 
deux , d’autres enfin où un nombre infini de lignes de 
courbure se croisent dans toutes les directions. Les som- 
mets ou pôles des surfaces de révolution sont dans ce 
dernier cas. La distinction des divers cas qui se présen- 
tent peut se déduire de l’équation même 

[(1+?’) s-pqt](j£j+ [(!+**) r-{\ +p ')t] g _ [(l+/),_ M rj 
• =0 


dont il s’agit, en la diflérentiant successivement par 
, dy f 

rapport a x et y } — étant regardé comme constant. 
On obtient ainsi des équations du troisième, qua- 


trième , etc. degré par rapport à qui donneront les 


valeurs propres à mettre en évidence les véritables di- 
rections des lignes de courbure. 
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La surface sphérique est la seule pour tous les points 
.de laquelle on ait la relation 

». 1 +p* pq l+y ' 

r s t 

579. Les deux valeurs de R données par la formule (k) 
du n° 568, seront égales et de signes contraires si l’on a 

(1 + y 1 ) r—2pqs + (t +/>*)« = 0. 

Dans ce cas les deux courbures principales sont égales 
et dirigées en sens opposés. L’indicatrice est une hy- 
perbole équilatère. Les sections normales , placées sy- 
métriquement par rapport aux axes ou aux asymptotes 
de cette hyperbole , présentent des courbures égales 
entre elles. Les lignes dans le sens desquelles la cour- 
bure est nulle, se croisent à angles droits comme les 
lignes de courbure principales. L’équation précédente 
ne diffère point d’ailleurs de celle qui a été trouvée 
n° 517, pour l’expression de la condition que l’aire de 
la surface comprise dans un contour quelconque soit un 
minimum. Ainsi les surfaces qui satisfont à cette con- 
dition ont la propriété d’avoir dans tous leurs points 
leurs deux rayons de courbure principaux égaux et di- 
rigés en sens contraires, proposition qui ne peut être 
démontrée directement. 

De la surface lieu des centres -de courbure. 

, ' / - • . - ' 

580. Un point m étant pris sur une surface donnée , 
concevons les deux lignes de courbure qui se croisent 
en ce point , et le plan normal qui est dirigé dans le 
sens de l’une des lignes de courbure. Si l’on admet que 
ce plan se meut dans l’espace sans cesser d’être normal 
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à la surface proposée , et tangent à la ligne de courbure 
dont il s’agit , l’espace qu’il décrira aura pour enveloppe * 
une surface développable , coupant à angles droits la 
surface proposée. Cette surface développable sera le 
lieu de toutes les normales à la surface proposée , me- 
nées par. la ligne de courbure , et ces normales en seront 
les caractéristiques. Les intersections des normales con- 
sécutives traceront sur la surface développable une de 
ces lignes remarquables que l’on a désignées sous le nom 
d 'arêtes de rebroussement. L’aréte de rebroussement 
sera le lieu des centres de courbure correspondants 
aux differents points de la ligne de courbure , qui a 
servi de directrice au mouvement du plan normal. 

En concevant également le plan normal à la surface 
au point m , qui est dirigé dans le sens de la seconde 
ligne de courbure , et admettant de même que ce plan 
se meut sans cesser d’être normal à la surface et tangent 
à cette ligne , on obtiendra une autre surface dévelop- 
pable qui sera le lieu des normales à la surface proposée, 
menées par les points de la sêconde ligne de courbure, 
et dont l’arête de rebroussement sera le lieu des centres 
de courbure correspondants à ces points. 

On peut se représenter construites dans l’espace toutes 
les surfaces développables , appartenant au premier 
système de lignes de courbure de la surface proposée , 
êt toutes les surfaces développables appartenant au se- 
cond système de ces lignes de courbure. Les surfaces 
développables du premier système couperont partout 
à angles droits celles du second. Les deux systèmes de 
surfaces dont il s’agit, partageront l’espace en parties 
rectangulaires d’une longueur infinie , dans le sens des 
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normales à la surface proposée. La suite des arêtes de 
rebroussement des surfaces développables , appartenant 
au premier système, formera elle-même une autre sur- 
face , sur laquelle se trouveront tous les centres de l’une 
des courbures. La suite des arêtes de rebroussement des 
surfaces développables , appartenant au second système 
, des lignes de courbure formera également une seconde 
surface, qui sera le lieu de tous les centres de l’autre 
courbure. Les surfaces lieu des centres dp courbure sont , 
par rapport à la surface proposée , ce que la développée 
d’une courbe plane est par rapport à cette courbe. 

581. Les équations des surfaces dont on vient de 
parler peuvent être obtenues comme il suit. Reprenons 
les équations de la normale du n" 572 : 

x—x'+p [z—z') = 0 , ) m 

y-y+q{z-z') = 0-,) 1 ’ 

et les suivantes 

+ [(l+î’^-d+pV] ^ — [(l+p>- j p? r J 

= ® (^) 

(rt—s') (z— z')*+.[(t-fy*) r-2pqs+(i-\-p')t] (z — z') fl +/?’+?’ 

= 0, (1) 

qui en ont été déduites. L’équation (2) aux différences 
ordinaires entre les variables x etj^gppartient aux pro- 
jections sur le plan des xy des lignes.de courbure de la 
surface proposée. Cette équation du premier ordre et 

du second degré par rapport au coefficient ^ étant 

intégrée, son intégrale sera complétée par une constante 
arbitraire qui s’y trouvera élevée au second degré. En 
déterminant donc cette constante de manière à faire 
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passer une ligne de courbure par un point donné , on 
trouvera deux valeurs , correspondant respectivement 
aux deux lignes de courbure qui se croisent dans tous 
les points de la surface. Indiquons pour abréger par ( 2') 
l’intégrale générale de l’équation (2) dont il 6agit. Il est 
visible qu’en éliminant x,y,z entre l’équation de la sur- 
face proposée, les équations (i) et l’équation (2'), l’é- 
quation restante en x',jr',z', appartiendra aux surfaces 
développables normales qui coupent la surface suivant 
ses lignes de courbure. Elle donnera l’une quelconque 
de ces surfaces développables en y déterminant convena- 
blement la constante arbitraire qui s’y trouve contenue. 

582. L’équation (3) est une équation primitive en 
xy,z et z. Elle doit donner la valeur de z', apparte- 
nant au point d’intersection de deux normales consécu- 
tives , c’est-à-dire au centre de courbure. En éliminant 
x,y,z entre l’équation de la surface proposée , les équa- 
tions (1) et l’équation (3), on aura donc en x'y’ et z' l’é- 
quation de la surface lieu des centres de courbure. Cette 
équation montera au second degré par rapport à z! . Si 
elle peut se décomposer en deux facteurs , on obtiendra, 
en les égalant séparément à zéro, les équations distinctes 
de deux surfaces qui contiendront respectivement les 
centres de l’une et de l’autre courbure de la surface 
proposée. Si cette éécomposition n’a pas lieu , les cen- 
tres des deux courbures se trouveront placés sur deux 
nappes appartenant à une surface unique. 

Une normale quelconque à la surface proposée touche 
à la fois les deux nappes qui contiennent respectivement 
les centres de l’une et de l’autre courbure, et si l'on mène 
par cette normale deux plans tangents à ces deux nap- 
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pes , ces plans se couperont à angles droits. Donc les 
deux nappes de la surface lieu des centres de courbure 
sont toujours telles, qu’étant regardées d’un point quel- 
conque, leurs contours apparents paraissent se croiser 
à angles droits. Ainsi une surface quelconque n’est pas 
propre à devenir le lieu des centres de courbure d’une 
autre surface; on peut prendre arbitrairement le lieu 
des centres de l’une des courbures ; mais la surface qui 
contiendrait les centres de l’autre courbure doit être 
telle que son contour apparent paraisse toujours couper 
celui de la première à angles droits. 

583. Lorsque la surface qui contient les centres de 
l’une des courbures coupe la surface qui contient les 
centres de l’autre courbure , les points d’intersection 
appartenant également à l’une et à l’autre courbure, ré- 
pondent aux points de la surface proposée , pour les- 
quels les deux rayons de courbure principaux sont 
égaux entre eux , points qui sont déterminés par l’é- 
quation 

[(l+y*)r— 2pqs+(t+p’)t]'—> *(l+p*-Hjr’Xrt— i*)=0, 

comme on l’a vu n° 578. Cette équation donne la pro- 
jection sur le plan des xy de la ligne des courbures 
sphériques sur la surface proposée. 

584. Chacune des arêtes de rebroussement des sur- 
faces développables normales , dont la réunion forme les 
deux nappes de la surface lieu des centres de courbure 
est une ligne de plus courte distance sur cette dernière 
surface. En effet , le plan passant par deux normales 
consécutives , appartenant à l’une de ces surfaces déve- 
loppables normales , est en même temps le plan oscu- 


Dkjitized by Google 



i 


— 288 — 

* 

lateur de l'arête de rebroussement au point’d’inter- 
section de ces deux normales, et perpendiculaire au 
même point à la nappe de la surface lieu des centres 
de courbure, sur laquelle cette arête de rebroussement 
est placée. Or, le caractère de la ligne de plus courte 
distance sur une surface quelconque consiste en ce que 
le plan osculateur de cette ligne soit en même temps 
normal à la surface 

Concevons un fil dont une extrémité est fixée sur un 
point de la ligne d’intersection des deux nappes qui 
contiennent respectivement les centres de l’une et l’autre 
courbure. En tendant ce fil, et le faisant mouvoir de 
manière qu’il soit en partie plié sur cette intersection , 
et que la portion libre soit dirigée dans le sens de la 
tangente , l’extrémité opposée décrira la ligne des cour- 
bures sphériques sur la surface proposée. Si l’on fait 
ensuite mouvoir le même fil de manière qu’il soit en 
partie plié sur l’intersection des deux nappes dont on 
vient de parler, et en partie sur l’une ou sur l’autre de 
ces nappes , l’extrémité pourra se transporter dans tous 
les points de la surface proposée , qui peut ainsi être 
décrite de deux manières différentes par le mouvement 
d’un fil plié sur la surface lieu des centres de courbure r 
comme l’est une courbe par le mouvement d’un fil plié 
sur sa développée. 

Exemple de la détermination des lignes de courbure 
et des rayons de courbure. 

585. Soit 

2a + 2b 

l’équation de la surface proposée. Cette surface est un 


Digitized by Google 


— 289 — 

paraboloïde dont l’axe des z est l’axe principal. Les 
sections faites parallèlement au plan des xy sont des 
ellipses ayant leurs axes dirigés dans le sens des x et 
dans le sens des y. La longueur des demi-axes de ces 
sections dans le sens des x est y 2 az , et la longueur 
des demi-axes dans le sens des y est V 2bz. Nous sup- 
poserons ici o>i. 

Nous aurons 

dz x 

dx P a ' 

dz _ _y 
dy ^ V 

et ces valeurs étant substituées dans l’équation des lignes 
de courbure 

\{\+q')s-pqt\ (^) + t(t +?>— (1 +p)t] ^ — [( 1 +p')i—pqr^ 

= 0 , 


d'z 1 

di'~ r ~ a 

d'z 

dxdy S ’ 
d'z _ 1 

dy' ~ l V' 


qui a été trouvée n“ 572, il viendra 
Cette équation , en posant pour abréger 


A = ^ , B =a(a—b), 

s’écrira 

Ajy (^) 4- (•**— AyH-B) —xy (/») 

elle appartient à la projection des lignes de courbure 
de la surface proposée sur le plan des xy. 

2 e ANNÉE. 19 
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Pour l’intégrer on la diiiérentiera d’abord , ce qui 
donnera 

( 2 ^^B)g + [ A (£)V.](4^)=* 


puis on éliminera B entre cette équation du second 
ordre et l’équation ( m ). La constante A disparaîtra éga- 
lement du résultat de l’élimination , et l’on trouvera 



Cette dernière équation étant multipliée par le fac- 
teur devient 
x 


xd.y 


dx 


dy , 

- Y —z — d. X 

■ dx 


0 , 


dont le premier membre est la diflérentielle exacte 
de ^ On a donc en intégrant une première fois 


x dx X ’ 


ou ydy — a..xdx\ 


et en intégrant une seconde fois 
y'=a.x'+<ï, 

a et g étant deux constantes. 

L’équation y'—zx’-\-ê est l’intégrale générale de l’é- 
quation (m). Mais comme cette dernière n’est que du 
premier ordre , son intégrale ne doit contenir qu’une 
seule constante arbitraire. L’une des constantes a, 6, est 
déterminée par la condition que l’équation y'=-xx'-{~S sa- - 
tisfasse à l’équation (m). En substituant donc dans l’é- 
quation les valeurs 
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g== 

.on trouve pour condition 

Aaê — Ba + ç = 0 , 


l/zx'+P. 


Bi , ... ab(a — b) a 

6 = , c est -a-dire 6 = — — . 

Aa+1 tfa+t» 

L’équation sous forme finie des lignes de courbure est 
par conséquent 

, ab(a — b)* , , 

y — »•*’ ’+ — (») 


dans laquelle a est la constante arbitraire^ 

586. Si l’on veut déterminer la constante a de manière 
que l’équation (n) appartienne à une ligne de courbure, 
passant par un point donné de la surface proposée dont 
les abscisses seraient x' et y , on fera x—xy—y dans 
cette équation , et on la résoudra par rapport à a , ce qui 
donnera 



en posant , 

c=bx" — ay’+a b ( a — b) . 

Ainsi l’on trouvera toujours , pour la constante a , deux 
valeurs réelles , l’une positive et l’autre négative; et ces 
valeurs étant substituées dans l’équation (h) donneront 
respectivement les équations des projections des deux 
lignes de courbure qui se croisent dans le point auquel 
appartiennent les abscisses x',y'. 

La valeur positive de adonnera, pour les projections 
du premier système des lignes de courbure , des liyper- 
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boles ayaut leur axe réel dirigé dans le sens de l’axe 
des y, dont les équations seront 


y'=yx’+ 


db[a — b) a 
au- f- b 


La grandeur du demi-axe est 


V- 


ab{a—b)u 

au-yb 


La plus 


petite valeur que puisse prendre ce demi-axe est 0, ce 
qui répond aux cas où l’on supposerait x très-grande 
et y très-petite : les deux branches de l’hyperbole se 
confondent alors avec l’axe des x. La plus grande va- 


leur que puisse prendre ce demi-axe est Y b{a — b) , ce 
qui répon^aucas où la valeur positive de a serait in- 
finie , parce que l’on aurait supposé a/ très-petite et y' 
très-grande. L’hyperbole s’écarterait alors très-peu de 
l’axe des y. Si l’on porte donc sur l’axe des y de part et 
d’autre de l'origine une distance égale à (/ b[a — ~b), on 
aura deux points , au delà desquels les sommets des hy- 
perboles qui donnent le premier système des lignes de 
courbure ne pourront pas être placés. 

La valeur négative de a donnera pour les projections 
du second système de courbure , des ellipses ayant leurs 
axes rectangulaires dirigés dans le sens de l’axe des x 
et de l’axe des y, et dont les équations seront 


. , , ab[a—b)a. 

y =-ax+. j—. 

au — b 


La grandeur du demi-axe, placé dans le sens de l'axe 

./ab[a — b) . 

des x } est v — — — jj- , et la grandeur du demi-axe , placé 

dans le sens de l’axe des y, est \/ — , 


au— b 


en sorte 
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que le rapport de ces deux axes est égal à a. En sup- 
posant x extrêmement grande, la valeur négative de « est 

à fort peu près égale à - , ce qui est la plus petite va- 


leur absolue que l’on puisse attribuer à cette quantité. 
A mesure que x diminue, la valeur absolue de a 
augmente , pourvu que la quantité c demeure posi- 
tive , et, cette condition étant satisfaite, a. devien- 
dra infiniment grande quand x' sera supposée infi- 
niment petite. Alors l’axe de l’ellipse, placé dans le 
sens des x, sera infiniment petit , et la moitié de l’axe, 
placé dans le sens des y, sera égale à \ / b[â — b). Il n’est 
pas possible , d’ailleurs , de supposer à la fois x' assez 
petite et y' assez grande pour que la quantité c deve- 
nant négative , la valeur de« puisse devenir aussi petite 
qu’on le voudrait ; car l’équation des lignes de courbure 
ne donné que des valeurs imaginaires quand a étant 
supposée négative, on attribue à cette constante une va- 
leur absolue moindre que-. On voit que les points placés 

sur l’axe des y' , à la distance V b[a — b) de l’origine , for- 


ment ici une limite commune que les sommets des deux 
systèmes de lignes de courbure ne peuvent dépasser 
dans un sens ou dans l’autre. 

Les axes des x et des y sont au nombre des ligues 
qui appartiennent aux projections des deux systèmes 
de lignes de courbure du paraboloïde. 

587. L’équation générale de la projection de l’indi- 
catrice 

D = /v*+2*a-î+<S* 

devient ici 
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cette projection appartient toujours à une ellipse , ainsi 
que le comporte la nature de la surface proposée , dont 
les deux courbures sont dans toute son étendue dirigées 
dans le même sens. 

Quant à la relation 

*+P' _M _ *+9* 

r s t 

qui , d’après le n° 578 , doit subsister dans les ombilics , 
c’est-à-dire dans les points où tous les rayons de cour- 
bure sont égaux , elle devient 

a’+x' xy _ b'+y' 

a 0 b 

Cette relation ne peut être satisfaite qu’en supposant 
ar=0 et y—]/ b{a— b ), c’est-à-dire pour les points de 
la surface qui séparent les sommets des ellipses et des 
hyperboles appartenant respectivement aux deux sys- 
tèmes de lignes de courbure. Les deux points dont il 
s’agit sont les seuls ombilics que la surface proposée 
puisse présenter. L’indicatrice y doit être circulaire ; 
en effet, le plan tangent est en ces deux points pa- 
rallèle aux deux systèmes de plans qui coupent le pa- 
raboloïde suivant des cercles. 

588. A l’égard des valeurs des rayons de courbure 
principaux, on trouvera, en substituant les expressions 
des coefficients différentiels p,q,r,s,t. qui ont été données 
n° 585 dans l’expression (k) du n° 568 : 
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589. Lorsqu'il s’agira d’un paraboloïde de révolution, 
les deux quantités désignées par a et b , seront égale» 
entre elles. L’expression de « du n° 586 se réduira à 


sr 

ou bien 


2x” 



a 


* —y , * +.r 

2x* 2x" ‘ 



• y 

La valeur positive de a est donc L’équation des pro- 
jections hyperboliques du premier système des lignes 
de courbure se réduit à 



et appartient au système de deux lignes droites qui se 
croisent à l’origine des coordonnées. 

Quant à la valeur négative de a, elle est — 1. Ainsi 
l’équation des projections elliptiques du second système 
des lignes de courbure devient 



ou 



qui appartient à un cercle dont le centre est placé h l’o- 
rigine des coordonnées , et dont on peut fixer arbitrai- 
rement le rayon. En elïet, les lignes de courbure dans 
une surface de révolution , sont évidemment dirigées 
dans le sens des méridiens et des parallèles. 

La distance de l’ombilic *au centre , exprimée ci- 
dessus par \/ b(a — b) , devient nulle : les deux ombilics 
se confondent en un seul qui est le sommet de la surface 
de révolution. 
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En faisant a=b , dans l’expression de R du n° 588 , 
elle se réduit à 


R 


Il / a’+x+y f ia'+x'+y' _^ x'+y' \ 
2 y a' V a a ) 


Les deux rayons de courbure principaux dans le para- 
boloïde de révolution sont donc respectivement expri- 
més par 


(a'+x'+y')* 

a‘ 


et — {a'+x'+y')'. 


Comme l’équation de la parabole dont la révolution 
autour de l’axe des z décrit cette surface est 

_ x'+y 

2 a ’ 


on voit que la première expression donne le rayon de 
courbure du méridien , et que la seconde donne le rayon 
de la courbure dans le sens du parallèle. Cette dernière 
expression représente la valeur de la normale de la courbe 
méridienne; ce qui doit être, puisque toutes les sections 
faites dans le sens des parallèles ont leur centre de cour- 
bure placé sur l’axe de la surface de la révolution. 


XLIV. Des surfaces les plus simples dont l’équa- 
tion AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES EST DU PREMIER 
ORDRE. % 

590. Revenons aux notions présentées dans les n°* 472 
et suivants. Une surface quelconque peut en général 
être considérée comme l’enveloppe de l’espace parcouru 
par une autre surface qui se déplace sans changer de 
figure suivant une loi donnée , ou qui se déplace en 
changeant à la fois de position et de figure suivant des 
lois égaiement données. Nous représentons générale- 
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ment l’équation de l’enveloppée , exprimée en quantités 
finies , par 

F(x, 4 y,z,a i e,7,$,....)=0, 

dans laquelle x,y,z désignent les coordonnées rectan- 
gulaires d’un point quelconque de cette surface ; et 

а, §,7, S, plusieurs constantes arbitraires, dont les va- 

leurs varient suivant les diverses positions ou les diver- 
ses figures que l’enveloppée peut allecter. Mais si l’on 
veut considérer la surface qui enveloppe une série dé- 
terminée des posi tions de l’enveloppée , afin d’en re- 
chercher les propriétés, on ne peut plus regarder dans 

l’équation précédente les quantités a, 6, 7, 5, comme 

tout à fait arbitraires et indépendantes les unes des au- 
tres. On doit concevoir que ces quantités sont liées par 
des relations qui distinguent la série des positions dont il 
s’agit. Par conséquent, laissant indéterminé un seul pa- 
ramètre a, on regardera toutes les autres arbitraires 

б, 7,5, comme des fonctions données y(s^, •{/(/), ®(»), 

de ce paramètre , et l’on écrira au lieu de l’équation pré- 
cédente pour représenter l’enveloppée 

F {x.y,z <p(*), '!'(«), «('->). } =0. 

En donnant dans cette équation à a toutes les valeurs 
possibles depuis — ou jusqu’à +00 , on aura une certaine 
série d’enveloppées , déterminée par la forme des fonc- 
tions *,'1','®' ; et si ces fonctions demeurent arbi traires , 

les résultats que l’on obtiendra seront généraux et con- 
viendront à toutes les surfaces possibles qui peuvent être 
produites par le mouvement d’une enveloppée quelcon- 
que comprise dans l’équation F ( x.y,z , a, (5, G, 7, 5, )=0. 
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591 . En diüérentiant successivement par rapport aux 

variables indépendantes x,y l’équation F=0 , on a deux 
nouvelles équations appartenant à l’enveloppée et à l’en- 
veloppe , au moyen desquelles on peut éliminer deux 

des constantes a, 6, 7, Par conséquent , si l’équation 

F=0 ne contient que deux de ces constantes , il reste 
une équation aux dillérences partielles du premier or- 
dre entièrement délivrée des constantes arbitraires , 
qui d’après cela appartient à toutes les enveloppées 
comprises dans l’équation F=0 aussi bien qu'a toutes, 
les enveloppes que ces enveloppées peuvent produire , 
et qui exprime un caractère géométrique qui leur con- 
vient spécialement et les distingue de toutes les autres 
surfaces. 

Si l’équation F=0 de l’enveloppée contenait trois 
constantes arbitraires «,Ç,y, les équations différentielles 
du premier ordre ne suffiraient pas en général pour les 
éliminer : il faudrait passer aux équations du second 
ordre , et l’on trouverait alors une équation aux diffé- 
rences partielles du second ordre , entièrement délivrée 
des constantes ou des fonctions arbitraires , exprimant 
la propriété géométrique qui appartient à toutes les 
enveloppes , et qui les caractérise. 

Si l’équation F=0 contenait quatre constantes ar- 
bitraires on serait en général obligé pour les 

éliminer de passer aux équations différentielles du troi- 
sième ordre ; et ainsi de suite pour les cas où il y aurait 
un plus grand nombre de constantes arbitraires. 

592. Lorsque l’équation de l’enveloppée 

F (•r J /,z,a, î (>),'K*),u(“)i— • ) = 9 
est donnée, l’équation générale de l’enveloppe exprimée 
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en quantités finies s’en déduit immédiatement. Car 

l’équation F -J-- ^-cL= 0 , que l’on peut réduire à , 

appartenant à l’enveloppée infiniment voisine , le sys- 
tème des équations 

dF 


F = 0 , 


dy. 


= 0 , 


représente la courbe d’intersection de ces deux enve- 
loppées , courbe que nous appelons caractéristique. Ces 
deux équations donneront donc toutes les caractéristi- 
ques possibles appartenant à la série des positions de 

l’enveloppée définie par les fonctions T.-i.w quand on 

y fera varier a depuis — oo jusqu’à +ac . Donc, puisque 
l’enveloppe est évidemment le lieu de ces caractéristi- 
ques, l’équation de l’enveloppe est le résultat de l’élimi- 
nation de a entre les deux équations 


F =0 , 



élimination qui ne peut être eflèctuée qu’après que les 
fonctions ^,4',®. auront été définies. 

593. Il existe généralement sur une enveloppe quel- 
conque , et par conséquent sur une surface quelconque 
( car toutes les surfaces peuvent être regardées comme 
des enveloppes), diverses lignes remarquables dont le ca- 
ractère géométrique résulte de la définition seule de l’en- 
veloppée , et subsiste , comme le caractère géométrique 
de l’enveloppe elle-même , indépendamment des lois ar- 
bitraires qui déterminent le mode de déplacement de 
cette enveloppée. Les équations aux différences ordi- 
naires de ces ligues , comme on l’a vu dans les n 0 ’ 479 et 
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suivants pour la caractéristique , peuvent être déduites 
de l’équation aux différences partielles de la surface, 
qu’elles servent à intégrer; et l’on peut aussi obtenir 
leurs équations en quantités finies au moyen de celle de 
l’enveloppée. 

Quant à la caractéristique , elle est représentée par le 
système des deux équations 


F = 0 , 



qui, lorsque les fonctions q>,i{/, OT> auront étédéfinies, 

donneront toutes les caractéristiques appartenant à une 
même enveloppe quelconque en fixant convenablement 
la valeur de a. 


594 . Considérons maintenant les deux caractéristi- 
ques consécutives qui résultent de l’intersection deux 
à deux de trois enveloppées consécutives. Les équa- 
tions de ces trois enveloppées étant représentées par 


<fF dV d ' P 

F=0, F-f- -3- dx— 0 , F+2 d *'—0 , la pre- 

cLa dx ctx 


mière caractéristique est donnée par les deux équations 
tfF 

F=0 et-^j- —0, et la seconde caractéristique par les 


1 , . rfF d ' F „ _ , 

deux équations — =0 et -y; =0. Les deu*Iignescour- 


dx‘ 


bes se coupent en général en même temps qu elles se 
touchent en un point déterminé par les valeurs de 
x,y,z , qui satisfont simultanément aux trois équations 


F = 0 , 



d ' F 
dS 


= 0 . 


En attribuant successivement à a toutes les valeurs pos- . 
sibles depuis — 00 jusqu’à + 00 , les valeurs desx.^.z , 
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déduites de ces trois équations, appartiennent à la série 
des points dans lesquels chaque caractéristique est cou- 
pée et touchée par la caractéristique voisine. La suite de 
ces points forme toujours sur l’enveloppe une ligne re- 
marquable , à laquelle on a donné le nom à’ arête de 
rebroussement. Les arêtes de rebroussement partagent 
en général les surfaces en nappes distinctes : elles sont 
touchées par toutes les caractéristiques , et sont à leur 
égard de véritables enveloppes. 

L’arête de rebroussement étant le lieu des points 
d’intersection de la caractéristique correspondante à une 
valeur déterminée de a , et de la caractéristique voisine , 
on a évidemment les équations de cette courbe pour 
une enveloppe déterminée en éliminant a entre les trois 
équations 


F = 0, 



d’F 

Ü 


= 0 , 


élimination qui ne pourra avoir lieu qu’après que les 

fonctions qui définissent l’enveloppe auront 

été données. Les deux équations en x,y,z, qui résultent 
de cette élimination , appartiennent donc à l’arête de 
rebroussement. 


595. Considérons encore trois caractéristiques con- 
sécutives résultant de l’intersection deux à deux des 
quatre enveloppées consécutives, dontleséquations.sont 


dF dF (CF 

F=0,F+— j- </a=0, F+2— d*+ ~ ’d«=0 , 

U7. «a cL'x 


Si ces trois caractéristiques se coupent en un seul point. 
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ce qui ne peut avoir lieu que dans des cas très-particu- 
liers , les valeurs de x,y,z , appartenant à ce point , sa- 
tisferont à la fois aux quatre équations précédentes. 
Donc , si l’on élimine x,y,z entre les quatre équations , 


F = 0, 


dF 

di 


= 0 , 


d'F 


d s F „ 


l’équation en a , qui restera après cette élimination , 
donnera la valeur de ce paramètre , à laquelle corres- 
pondra la caractéristique sur laquelle le point dont il 
s’agit se trouvera placé. Il sera donc situé au lieu où 
cette caractéristique touche l’aréte de rebroussement. 
Les points de cette espèce sont toujours très-remarqua- 
bles sur cette arête , à l’égard de laquelle ils sont euxr 
mêmes des points d’inflexion ou de rebroussement. 


596. Il arrive quelquefois que les caractéristiques 
d’une enveloppe ne se coupent nulle part , et par con- 
séquent que la surface ne présente pas d’arête de re- 
broussement. Mais alors il existe en général un point 
sur chaque caractéristique où elle se trouve plus rap- 
prochée de la caractéristique contiguë que dans tout 
autre lieu. La série de ces points forme sur la surface 
une ligne que l'on distingue facilement , et que l’on a 
nommée ligne de striction. 


Surfaces cylindriques. 


597. Une surface cylindrique , considérée de la ma- 
nière la plus générale , peut être regardée comme l’en- 
veloppe de l’espace décrit par un plan qui se meut sans 
cesser d’être parallèle à une même droite donnée prise 
pour directrice. Soient 
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jc = az , 


y= bz, 


les équations de cette directrice. L’équation d’un plan 
étant 

z= A.r+By-fC , 

ce plan sera parallèle à la droite donnée si l’on a la 
relation 

1 = Aa + Bb , 


au moyen de laquelle on peut éliminer l’une des con- 
stantes A, B. En éliminant A, par exemple , il viendra 

1— B b 

z= x+By+C , 

a 

pour l’équation d’un plan quelconque , parallèle à la 
droite donnée. Cette équation est ici celle de l’envelop- 
pée , et B,C sont les deux constantes arbitraires qui en 
déterminent la position. En éliminant donc ces deux 
constantes entre cette équation et ses deux équations 
dilférenti elles du premier ordre, qui sont 


il viendra 


dz 1 — Bè 

dx a 



dz , dz 
a -j — (- b —— = 1 , 
dx dy 


pour l’équation aux différences partielles du premier 
ordre qui appartient également à l’enveloppée et à l’en- 
veloppe , c’est-à-dire au plan mobile et à une surface 
cylindrique quelconque décrite par ce plan. 
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On aurait pu reconnaître immédiatement que 




appartient à une surface cylindrique quelconque , dont 
les arêtes sont parallèles à la droite ayant pour équa- 
tions x==az,y=bz , en remarquant que tout plan tan- 
gent à cette surface doit être parallèle à la droite dont il 
s’agit. 

598. Pour intégrer l’équation précédente , confor- 
mément à ce qui a été exposé dans les n°‘ 478 et suivants, 
on formera les équations aux différences ordinaires de 
la caractéristique , qui seront ici 

ndy — bdx — 0 , 
adz — dx = 0 , 
bdz — dy — 0. 


Ces équations appartiennent évidemment à une ligne 
droite parallèle à la directrice, et l’on aurait pu les 
écrire immédiatement en remarquant que la caractéris- 
tique est l’intersection de deux plans parallèles à cette 
ligne. En intégrant les deux dernières il viendra 


x — az+ z , 
y = bz+S , 

a et S étant deux constantes arbitraires. L’intégrale 
générale est donc 

y — bz = f(x — az) , 

<1 désignant une fonction arbitraire. Cette équation ap- 
partient à toute surface cylindrique, dont la généra- 
trice est parallèle à la directrice proposée. Elle a le même 
degré de généralité que l’équation aux différences par- 
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d- dz 

tielles -\-b ~ =1. On pourrait la trouver directe- 


ur 


ment en remarquant que les équations d’une généra- 
trice quelconque peuvent être représentées par 



x = az+z 
y—bz+Z , 

« et 6 étant deux constantes indéterminées. Or , si un 
point se meut sur la surface cylindrique sans sortir de 
cette même génératrice , les coordonnées de ce point 
satisferont à ces équations. Mais si le point se meut en 
passant sur une génératrice voisine, ses coordonnées ne 
pourront satisfaire à ces mêmes équations , à moins que 
l’on ne fasse varier en même temps * et 6. Donc ces 
quantités demeurent constantes , ou varient simulta- 
nément : elles sont donc fonction l’une de l’autre , et 
l’on peut écrire ë=y(a) , ou 

y-bz = y(x-az). 

599. L’équation 




dz , dz 

a dï +b dï = i 


ou ap-\-bq—\ 


étant diflérentiée par rapport à x et hy, donne 
d'z 

a dx' + U d 

d'z , d'z „ 

as+bt= 0. 


n dx' + b dxdy ° 


OU 


ar+bs= 0 


a ■ 


t d'z . 
b dy' ~~ 


dxdy 

Donc rt — s 3 =0, équation générale des surfaces dévelop- 
pables. Les surfaces cylindriques présentent, quanta leur 
courbure, les propriétés qui ont été indiquées n° 577. 

600- La fonction <p , dans l’équation générale 
y — bz — <f{x — az) 

• 2 " annke. : 20 


.-ry- ï *; h»w " mm ■>*- ■ •- 
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des surfaces cylindriques , peut être déterminée d’après 
diverses conditions. Si la surface doit passer par 
une ligne courbe donnée , dont les équations soient 
z(x,y,z)=-0, ÿ(x,y,z)=Q, il est visible que ces équations 
et les deux équations de la génératrice x-az-j-x, 
y=bz-\- ip(») doivent pouvoir être satisfaites par les mê- 
mes valeurs de x,y,z , quelles que soient les constantes 
<*et?(*). Ainsi, éliminant x,jr,z entre les quatre équa- 
tions 

ii(j: % y,a) = 0 
'V(x,y,z) = 0 
x — az—x 
X — bz = <f( x) , 

il restera une équation entre x et <p(x) , qui déterminera 
la fonction Soit f(x,y[x))=: 0 l’équation dont il s’agit : 

l’équation de la surface cylindrique demandée, sera donc 

f{x — az,y — bz) — 0. 

601. Si la surface cylindrique doit être tangente à 
une surface courbe donnée , dont l’équation soit 
T.(x,y,z) — 0, on remarquera que , pour tous les points 
de la courbe de contact, les deux surfaces ont le même 

plan tangent. Donc les valeurs de ^ et tirées de 

l’équation it(x,jr,z )= 0 doivent , pour les points dont il 
sa’git , satisfaire à l’équation dillérentielle de la sur- 
face cylindrique. On trouvera donc une équation 
r(x,y,z)=0 de la courbe de contact en prenant les va- 
leurs de et ^ dans l’équation donnée n(x,y,z)=0 , 
et les substituant dans l’équation aux différences par- 


— • 3c>7 


tielles a ^ -\-b -- = 1 . Ayant maintenant (leux équa- 


tions v(x,y,z)=0, m (x { y,s)=0, appartenant à une courbe 
par laquelle doit passer la surface cylindrique cher- 
chée , on opérera comme on l’a vu dans le numéro pré- 
cédent. 


Surfaces coniques. 


602. Une surface conique est l’enveloppe de l’espace 
décrit par un plan qui passe constamment par un point 
donné. Ce point est le sommet , ou le centre de la sur- 
face. Soient a,b,c ses coordonnées : l’équation du plan 
mobile ou de l’enveloppée sera donc 


z — c = \{x — «)+B(y' — b) ; 

A et B étant deux constantes arbitraires. On déduit de 
cette équation 

dz -K dz -n 

~dx~ K ’ dy~ B ' 


et par conséquent l’élimination de ces deux constantes 
donne pour l’équation aux différences pytielles des 
surfaces coniques , considérées de la manière la plus gé- 
nérale 


dz v dz 

(•r—«) -j - +(?-<>)-. -=s 

d.r dy 


On aurait pu obtenir directement cette équation en 
remarquant que tout plan tangent à la surface conique 
doit passer par le centre dont les coordonnées sont a,b,c. 
603. Les équations de la caractéristique sont ici 

(jt — a)dy — [y — b)dx — 0 
(x — a) dz — (s — c) dx c= 0 
(y — b)dz — (z — c) dy = 0 : 
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elles appartiennent évidemment aux projections d’une 
ligne droite , passant par le point dont les coordonnées 
sont a,b,c. On déduit des deux dernières 


jt — a 



a et fi représentant deux constantes arbitraires ; et par 
conséquentl’intégrale de l’équation du numéroprécédent, 
ou l’équation d’une surface conique quelconque , est 



y désignant une fonction arbitraire. 

On aurait pu obtenir directement cette équation en 
remarquant que , quand un point se déplace sur une 

surface conique , les rapports — — -, ^ demeurent 

tous deux constants si ce point reste sur une même 
arête rectiligne , et varient tous deux si le point dont il 
s’agit p asse d’une arête à upe autre. Ces rapports de- 
meurant constants ou variant ensemble , sont donc fonc- 
tion l’un de l’autre pour toutes les valeurs de x,y,z , 
qui satisfont à l’équation d’une surface conique. 

604. L’équation 

(x— a) ^ 6) c, ou [x—a)p+{y—b)q=z—c 


étant diflérentiée par rapport à x et ixy donne 


(x — a) 
(x— a) 


d‘z d'z 

tâ +[y ~ b d^dï 

d'z d'z 

—r + '- r ~ l,) Jï- 



OU 


(x — «)/• + (y—b)s = 0 


(x — a)s + (y—b)t= O, 


— 3og — 

d’où it — s*=0 , relation qui appartient à toutes les sur- 
faces développables. On peut faire ici la même remar- 
que qui a été faite n° 599. 

605. Si dans l’équation générale 
y -b 


S -*(H) 


la fonction ? doit être déterminée par la condition que 
la surface conique passe par une courbe donnée dont les 
équations soient 7r(:r,^,z)=0, V(x,y,z )= 0 , les équa- 
tions de la génératrice devront subsister en même temps 
que celles-ci. Posant donc les quatre équations 

n(x^,z)=0 
T(x,y,z) =0 


x — a 
Z — c 
y-b 


z — c 


= ?(“) 


entre lesquelles on éliminera x, y, z . il restera une équa- 
tion que nous représentons par *)]=0. L’équation 
de la surface conique demandée sera donc 

0 . 

\ z— c z — cj 

606. Si la fonction <? doit être déterminée par la con- 
dition que la surface conique soit tangente à une sur- 
face donnée ayant pour équation 7t(a:,y ) z)=0, on verra 
comme dans le n° 601 , que l’on obtient une seconde 
équation {•(.r.y.r^O de la courbe de contact en prenant 

les valeurs de^el ^dans l’équation donnée n(x.y,z)=0, 

dans l’équation différentielle 


et 


dx 

les substituant 


Digitized by Google 




— 3io - 

< , dz , dz r 

{x — a) — - +{y — b) — —z — c. La question se trouve 
alors ramenée au cas du numéro précédent. 

Surfaces de révolution. 

607. Une surface de révolution est l’enveloppe de 
l’espace décrit par une sphère dont le centre se meut 
sur une ligne droite qui est l’axe de la surface, et dont 
le rayon varie suivant une loi quelconque. Soient 

•r'=Az'+<z 
y = Bz'+ b 

les équations données de l’axe île la surface. L’équation 
d’une sphère de rayon r, dont le centre est placé sur cet 
axe, sera 

[x — As' — a)'+(y — Bz' — 6)’+(z — z')’= r' 1 

x,y,z , représentant les coordonnées d’un point quel- 
conque de la sphère. Cette équation appartient donc 
ici à l’enveloppée; z et r sont les deux constantes arbi- 
traires qui peuvent être déterminées de manière à don- 
ner une enveloppée quelconque. En dillérentiant l’équa- 
tion dont il s’agit par rapport à x et à y, il vient 

. dz 

x — Az — a+(z— z)— =0 
dx 

„ , , dz 

y — Bz — b+(z — z ) — =0 ; 

<ty 

et en éliminant z', 

(y— b—. Bz)-j^ — (*—' a— Az) ^ =B[x—a)—\(y—b) 
dx dy 

pour l’équation aux différences partielles appartenant à 
toutes les surfaces de révolution. 





frf 


* ,v ' - 3,1 — ... ^ * 

On peut obtenir la même équation en remarquant 

que , dans un point quelconque d’une surface de révo- 
lution , le plan tangent est perpendiculaire au plan mé- 
ridien , c’est-à-dire au plan mené par l’axe de la sur- 
face et par le point dont il s’agit. L’équation d’un plan 
# méridien , passant par, le point de la surface , dont les 
coordonnées sont x,y,z , peut être représentée par 

z'—z = M (a/ — x) + N [y 1 — y), 

les constantes M,N étant déterminées de manière à faire 
passer également ce plan par l’a*e de la surface. Celte 
condition donne la seconde équation 

z — z = M ( Az'+ a — x ) -+- N (Bz'-f- b — y ) , 


- a " . 


B(«— x)— S.{b— y\ 
«r~— a — Az 


qui doit subsister quelle que soit z'. Elle se décompose 
donc dans les deux suivantes 

> Y— b — Bz 

1 = MA+N, d’où M= * 

— z=M(a — x)+N(b—y) — N= — . 

B {a-x)—\(b—y) , u 

Mais l’équation du plan tangent étant 

# dz * d z . 

‘- z= dï l *-*> + 4 ,J '-- rh 

il sera penpendiculaire au plan méridien si l’on a la 

relation 

dz dz 

dx dy 

équation qui revient à la précédente quand on met ; 
la place de M et N leurs valeur^. 

On peut encore obtenir celte équation d’après la 5 / 
propriété générale des surfaces de révolution qui con- 

•■r ». .•& 

„• -*r 


* 






*. t y 


•*. n 
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siste en ce que Ja normale à un point quelconque ren- 
contre toujours l’axe. Les équations de la normale sont 
en général 

x' — x+^ ( z ' — z)'= 0 

dx 

dz , 

y— r+^(z'— Z) = 0 : 4 

et les mêmes valeurs de x' y' ,z devront donc satisfaire à 
ces équations et à celles de l’axe. Si l’on élimine x',y',z' 
entre ces quatre équations, on retrouvera l’équation aux 
différences partielles dont il s’agit. 

608. L’intégration de l’équation 

(y— b— Bz^ — ■*— a ~ As) C ^ = B(x— a)— A{jr— b), 


dépend, conformément aux n 0s 478 et suivants, des 
équations 

(y— b — Bz) dy+(x — a — A") dx= 0 
[y — b — Bz) dz — [B( x — a) — A (y — b )] dx = 0 
— (x — a — A z)dz — [B(x — a) — A (y — /;)] dy = 0 

qui appartiennent à la caractéristique. Ces équations 
ne peuvent être immédiatement intégrées ; mais si l’on 
ajoute les deux dernières après .avoir multiplié la pre- 
mière par A , et la seconde par B , puis si on les ajoute 
de nouveau après avoir multiplié la première par x — a 
et la seconde par y — b, on trouvera 


(x- 

et en intégrant 


A d v + B dy + dz= 0 
-a)dx+(y — b)dy+zdz = 0 ; 

A x -4- B y “b z = a 

fc^a)’+(y—% j’+a*=h«; 




« 

JS V 



& 


f 

* 
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a et 6 étant deux constantes arbitraires. L’une de ces 
équations appartenant à un plan quelconque perpendi- 
culaire à l’axe donné de la surface de révolution , l’autre 
à une sphère d’un rayon quelconque , dont le centre 
est placé au point, dont les coordonnées sont a,b,c , 
c’est-à-dire au point où cet axe rencontre le plan des x ,y, 
on reconnaît que la caractéristique est toujours un 
cercle dont le centre est dans l’axe, et dont le plan 
est perpendiculaire «à cet axe. On a d’ailleurs pour l’é- 
quation générale des surfaces de révolution 

[x — ay+{y — 6)’ + a’= (f(Az+B/+z) , 

o désignant toujours une fonction arbitraire. 

On obtient immédiatement cette équation en remar- 
quant que si un point se déplace sur la surface sans 
sortir d’une même caractéristique, c’est-à-dire d’une 
même section faite perpendiculairement à l’axe, ou d’un 
parallèle, les quantités Ax-f-By-j-z et (a: — a) a -f-(y — ù)’+z’ 
conserveront toutes deux des valeurs constantes , tandis 
qu’elles varieront toutes deux si le point se déplace en 
passant d’une caractéristique à une autre; rl’où il suit 
que l’une de ces quantités est nécessairement fonction 
de l’autre. 

609. La fouction arbitraire ? dans l’équation précé- 
dente peut être déterminée par la condition que la sur- 
face passe par une courbe quelconque donnée, dont les 
équations sont 7t(a:,y,z) = 0, A(x/y,z)=0 ; c’est-à-dire que 
cette surface soit décrite par la révolution de la courbe 
autour de l’axe. Comme toutes les caractéristiques doi- 
vent rencontrer la courbe donnée, il doit exister des 
valeurs de x,y,z, qui satisfont à la fois aux quatre 
équations 



T» 


Si 


U 


■9 

«*■ 
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l\{æ,y,z)=o 

Aj+B/ + î = * 

(x — rt)’+(^ — by+z'=<f{n) 

Eliminant x,y,z entre ces équations , il restera une 
relation entre a et y (a) , que nous désignons par 
f[ a,<|)(a)]=0 , par laquelle la fonction <? est déterminée. 
L’équation de la surface demandée est 

/[Ar+B/ + z,(r-a)’+( i y — s’] = 0 . 

610. La fonction arbitraire peut également être dé- 
terminée dans l’équation du n° 608 , par la condition 
que la surface de révolution enveloppe une surface 
quelconque donnée, dont l’équation est i,(x,y,z)= 0, 
c*est-à-dire soit décrite par la révolution de cette surface 
autour de l’axe. Il est visible que la surface de révolu- 
tion demandée doit toucher la surface donnée, et qu’on 
aura une seconde équation primitive appartenant à la 

courbe de contact en prenant les valeurs de , et d;uis 
1 dx dy 

l’équation T[x,jr,z)=0 , et les substituant dans l’équation 

diflérentielle 

(y— b—Bz) ^ —[x—a— Az) ^ — a) —k{y—b), 

Soit^(ar,^,z)=0 le résultat de cette substitution : la so- 
lution s’achèvera conformément à ce qu’on a vu dans 
le numéro précèdent. 

Surface, gauche décrite par une ligne droite horizontale , 
passant toujours par une même verticale. 

611. Nous supposerons le plan des x y horizontal et 


•'t 


U 

•il» 
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l’axe des z vertical , et nous considérerons la surface 
décrite par une ligne droite paraltèle au plan des xy, 

et passant constamment par l’axe des z. 

Considérons en premier lieu la surface qui serait l’en- 
veloppe de l’espace -décrit par un cylindre de rayon r, 
dont l’axe demeurerait toujours parallèle au plan des xy, 
et passerait constamment par l’axe des z. On aurait 
évidemment 

(y—ax)' 




- +(z — c)*= r' 


pour l’équation de ce cylindre , qui est l’enveloppée ; 
a et c étant les deux constantes arbitraires, dont la pre- 
mière représente la tangente de l’angle formé par l’axe 
du cylindre avez le plan des xz , et la seconde la dis- 
tance de cet axe au plan des xy. Prenant les deux équa- 
tions dillérentielles , il viendra 


tr 


ax)a , dz 

• — — 4-{z — c) — — 0 

a \ 1 dx 

Y — ax dz 

—r~r +( z ~ c )t =o; 

a -1-1 dy 


d’où l’on déduit immédiatement 
c’est-à-dire 






dz dz\ 

dx + a dï) = "' 


dz dz 
d J c +a d^ = °' 


d’où 


dz 

dx 

dz 

dy 


valeur qui doit être substituée dans l’équation de l’en- 
veloppée. Mais si nous supposons le rayon /• infiniment 


m 


?4. 


• .tn_ 


t ♦ 
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petit , cas clans lequel l’enveloppe de l’espace décrit par 
le cylindre ne différera pas de la surface gauche dont il 
s’agit , nous devons négliger dans cette équation les 
termes (s — c)* et r ; elle deviendra donc , en y rempla- 
çant a par la valeur précédente , 



dz 


d z 


dï +y & = 0 ’ 


qui est l’équation aux différences partielles de cette sur- 
face gauche. 

On pourrait parvenir directement au même résultat 
en partant de cette propriété générale des surfaces 
gauches qui consiste en ce que, pour un point quel- 
conque de ces surfaces , le plan tangent contient la gé- 
nératrice rectiligne qui passe par ce point. L’équation 
générale du plan langent étant 


on a 



dz .. dz 


, dz . dz 



pour l’équation de l’intersection de ce plan par un plan 
horizontal mené parle point de tangence. Or, cette in- 
tersection n’étant autre chose que la génératrice elle- 
même , qui doit rencontrer l’axe des z , son équation 
doit être satisfaite par les valeurs x’=0 , ÿ— 0, ce qui 
donne comme ci-dessus 


dz dz 
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612. L’intégrale générale de cette équation s obtieû- 
dra en posant 

y 

xdy — ydx = 0 , d’où — = « 

dz = 0 , z = ^ ^ 

a et e étant deux constantes arbitraires ; ce qui donne 



pour l’intégrale cherchée , <y étant le signe d une lonc- 
tion arbitraire. La considération de la caractéristique , 
qui est toujours une ligne droite horizontale ayant pour 

équations — = » et , conduit directement à cette 

meme équation. 

613. Si la fonction arbitraire doit être déterminée de 
manière à faire passer la surface par une courbe quel- 
conque ayant pour équations r.(x,jr ,z)=0, ,z)=0, 

on verra comme ci-dessus que Ion doit éliminer x f y,z 
entre les quatre équations 


u(x^,z)=° 

l t(x,7,z)=0 



X 


z — 6 ; 


et qu’en représentant pary(a,6)— 0 , le résultat de 1 éli- 
mination , l’équation de la surface demandée est 

6H. Enfin , si la fonction arbitraire doit être dé- 
terminée de manière que la surface gauche , dont il 


; 
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s’agit , touche et embrasse une surface donnée , ayant 
pour équation iz(x,jr,z)z= 0. on prendra les valeurs de 


iL ( | ang cette équation , et les substituant dans 

dz , dz 


dx 


l’équation difiérentiellc x ~j~ “h/ =0. on aura une 

seconde équation primitive -\{x,y,z)=Q , appartenant à 
la courbe de contact, ce qui ramène la question au cas 
du numéro précédent. 
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NOTES. 


i. 

Sur la formule de Maclaurin. 


M. Cauchy a présenté le reste fie la série de Ma- 
claurin sous une forme nouvelle. Pour obtenir sa for- 
mule représentons par ?(x, z) ou simplement par?(z)la 
quantité 

m -/(--) - zp/w - ••• - 


qui s’évanouit pour z = x. En difïérenliant par rapport 
à z et omettant les termes qui se détruisent, on trouve 


?'( s ) = ■ 


(x-z) n 


1 . 2 . 


/«(■). 


Mais par la formule de Taylor bornée à deux termes, 
et en observant que z — x+(z — x), on a 

?(z) = T(^)+(Z— x)y'(x+e,(* — JT)), 

0 t désignant une quantité comprise entre 0 et t. A cause 
de celte équation se réduit à 

y [z) = (z — x)?'( x + 6,(z — x)) , 
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puis, en remplaçant la fonction <j>' par sa valeur, elle 
devient 

*>=r 

ou bien, en posant 6, = 1 — 9, 


Pour le cas particulier de z = 0, 

?(0) = 


(1 — 6) n “‘ x n ,, 

r/"^) ; 


1 1 )* 

9 est, comme#, compris entre 0 et 1 : ?(0) est d’ailleurs 
la valeur de la quantité 


x 


x" 


par suite on a 

j\x) =/( o) +?f' (0) + .... + —■ /c->(0) + 


(1— 6) w -‘jr n 

1 ) 


■/'HW. 


Telle est la formule de M. Cauchy. 
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Sur les fractions qui se présentent sous la forme 


Lorsque, pour une valeur particulière a de x, une 
fraction 

/(•*•) 

F(-r) 

se présente sous la forme ? , on obtient généralement la 

vraie valeur A de cette fraction en la remplaçant par la 
suivante 

/W 

F'(-r)’ 


et faisant ensuite x = a. La même règle s’applique en- 
core à la fraction proposée lorsque, pour x=a, elle 


-se présente sous la forme ^ . Pour démontrer ce théo- 
rème dû, je crois, à M. Cauchy, écrivons d’abord 

1 



-Çàv-AÏîS'. 


pour x = 


f[x) F(x) 

F(*) J_ ’ 

n*) 

a , le second membre devient jj ; sa vraie valeur 


A s’obtiendra donc en faisant x = a dans la fraction 
nouvelle 


2 r 


21 


% 
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F» 

F(x) J F(x) /(x)» . 

/'(x) /*(*) • F(xr‘ 

/(*)’ 

on a par suite t 

A F'(rt) . 

“/'(«)' A ’ °“ A F(a)' 

En appliquant cette règle aux deux quantités 

, i ,0 8- x 

Jr lo 8- x * -pr» 

dont la première doit être regardée comme le quotient 
de log. x par — , on trouve , en supposant « positif, 


et 


x"log.j:= =0 pour x — 0, 


[ og- J? 1 . 

r— = — ; = 0 pour X— X . 

x nx 1 



« 
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III. 


Sur quelques intégrales définies. 


1 . Legendre a donné le nom d’intégrales eulériennes 
de première et de seconde espèce aux deux intégrales 
suivantes ' 


I — jfhdx, f é~ x x*~ l dx , 

t/o J O 


qui se présentent souvent dans les applications et dont 
Euler s’est beaucoup occupé : p, q, n, sont des expo- 
sants positifs quelconques. On désigne ordinairement 
par l'(«) la seconde de ces intégrales, en sorte que 


r («)= I e- x x n -'dxi 

J O 

en posant e~ x =z J ou x=y' t onaencore 


1 ’(«)=| o dz=ïj ^ 

En intégrant par parties, on trouve 

J e-'x'-'clx = e - f * n + ± J c-’x'dx : fi] 

donc r entre les limites x — 0, x — oo , il vient 

J = X c- X x n dx, 


c’est-à-dire 


... . f(n+ n 

] («) ou I •(« -é- 1 ) = 1*1 (»J. 


À 


Cette formule permet "de calculer la valeur de r(n), 
quelque soit l’indice n, lorsque cette valeur est connue 
pour n < 1 . Elle donne successivement 

r(2) = r(t), r (3) = 2 r(2) = 2 . 1 . r(l } , 

r(4) = 3 1(3) = 3.2.1. r(i) , 

T(«; = {n — 1) ... 2 . 1 . P{1) ; 


or 


Donc 


r(l) 


/•» 

=j e~ x dx = \. 


r(») = 1 - 2 . 3. ..(«—!), 
n étant un nombre entier quelconque. 
On trouve de même 


KP-Hî)- 'G )4(P4MP-- : . 


Mais 




Donc en général 

,/2n+1\ 2n — i 2« — 3 3 1 

2 ‘ 2 "ï-2.' Vr 

2. L’intégrale eulérienne de première espèce s’ex- 
prime toujours en fonctions r à l’aide de la formule sui- 
vante 






v{p+q) 

Cette formule est due à Euler. Voici comment 
M. Poisson la démontre par la considération des inté- 
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craies doubles. 1) multiplie membre à membre les deux 
équations 

» /*» 

T{p) = 2 J e~ y ’y* T ~'dy, 
r oo 

t [q) = 2 1 

et observe que le produit des deux seconds membres 
est égal à quatre fois l’intégrale double de 
e~<? ,+ *)y‘‘ f ~ x x xq ~'dydx , 

les’ limites de l’intégrale éianl 0 et « pour les deux 
variables. On a ainsi 

npjr(q)=\ f" f * e-^y-'x"-‘dydx. 

Mais si. l’on rpgarde x et y comme des coordonnées rec- 
tangulaires, et qu’on y joigne une troisième coordonnée 
z perpendiculaire aux deux autres , 1 intégrale double 
dont nous venons de parler représentera le volume com- 
pris dans l’angle des coordonnées positives, entre les 
plans des xy, des xz, des yz él la surface dont 1 équa- 
tion est 

z=e~i *-*>•-. . 

L’expression de ce volume changera de forme si Ion 
remplace les coordonnées rectangulaires x el y par des 
coordonnées polaires r et o>, en faisant 

x = rco».M, y = r sin.u. 

L’élément de volume sera z . rdrdu , et il faudra intégrer 
entre les limites 

* »> = 0 . '•> = £, r—0, x ‘ r=co. 

* 


W 


i 
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On aura ainsi 




c’est-à-dire 


J o J a 


r{p)r{q) 


J O J O 


■’(»>+«)- Sin. cos. 3 *-‘u. drd» , 


en remplaçant z et ensuite^ et x par leurs valeurs. 
L’intégrale double placée dans le second membre est le 
produit de deux intégrales simples, dont l’une, savoir 
poo 

I e ~ T ' .dV^'dr 

•J O 

est égale à ^ r (p+q) , et dont l’autre , savoir 

f ' " 

| ^sin. ,p ‘oicos. 3,_, wrf<» , 

J O 

se réduit à 

- f — xf-'dx . 

2 J 6 

lorsqu’on pose sin. <,> = \/x. Il suit de là que 

>'(/>) !'(?)= l '(P+?)j* — ; 


par suite on a 


J* ar p '(1 — x) q ~'dx - 


np)nq) 


np+q) ’ 

ce qui démontre la formule d’Euler. On voit par cette 
formule que l’intégrale eulérienne de première espèce 


1 
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est une fonction symétrique de deux paramètres p e Iq 
dont elle dépend. 

3. En généralisant la formule d’Euler, M. Lejeune 
Diriciileta obtenu des résultats intéressants, lia consi- 
déré l'intégrale 


(1) 




dans laquelle les variables x, jr,. . . z doivent prendre 
toutes les valeurs jvositives qui satisfont à l’inégalité 


« ©H)'—©' 


<1: 


a, b , . . .c,x,p, 7, • .r sont des constantes posi- 
tives. La méthode de M. Dirichlet l’a conduit ?. une 
valeur remarquable de V, savoir « 

m .. . v-. T- <?)’'(?)•••' C) 


v= 


pq. 


.r r a b c\ 

l'( 1+-+- + ...+- ) 
\ P q rj 


que l’on peut, dit-il , obtenir par différents moyens , et 
quirer, ferme un grand nombre, de résultats relatifs aux 
volumes, centres de gravité, moments d’inertie, etc. 
Cette formule peut sc démontrer de la manière sui- 
vante. ^ 

4 . D’abord en remplaçant 

0 P pnrx, (0 par y,. .Q par,, 

. * 

et dx , dy, . . .dz par 


-x~ p dx, -y 1 dy,... -z r dz, 

P 1 r 




; J 
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on a 


• V=- 






pq...r 


U éthnt une intégrale 


w 


jj. ..[x' V dxdy . . .dz. 


de même forme que V, mais dans laquelle x, y, . . .z 
doivent prendre toutes les valeurs positives qui satis- 
font à l’inégalité 

x+y+ . . ,+z<. 1. 

En posant 


il viendra 


a b c 

p q r 


JJ. • . .Z— '.dxdy. ..dz. 


et il s’agira de prouver que 

nk)r(t) . . . r (m) 


(5) 


u= 


r(t + Ar+/-t- • • . +wt) 


S. Quand le nombre des variables x, y, etc., se ré- 
duit à l’unité, on a 


-r 

%' O 


r,i > 


k 1(1 +() 


la formule (5) est donc exacte alors. 

Elle l’est également, d’après un théorème connu, 
lorsque le nombre des variables x , y , etc. , se réduit 
à 2 : il vient dans *e cas 

U=|" x k ~‘dxj y^'dy = jj > x* _, .(t — x)'.dx. 
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Or, par la formule d'Euler, ou a 


fl . . , r(*)l’ 


(i+O 
(1 + A+ 0 


et il en résulte 


U = 


r(A)r(l + 0 r(A)r(0 


'/r(l + *+0 r(l+Ar+ 0 ’ 

ce qui s’accorde avec la formule (5). 

6. Supposons maintenant que U soit une intégrale 
triple : on pourra l’écrire ainsi 


U = f V x'~‘dx \ l y l -'dy y'z^'dz , 
J O J o J o 


y, et z t représentant respectivement les différences 
1 — i, 1 — x — y , en sorte que l’on a 

1 — x=y,,y,—y = z,. 

♦ 

Désignons par u et v de nouvelles variables , et 
posons 

z = vz,, y = uÿ t -, 

les limites communes de u et i> seront 0 et 1 : l’intégrale 
U prendra ainsi la forme 


U = C x* 'dx f «' 'y\du f v m ~‘z m ,dv ; 
J o J O J o 


puis, à cause de 

y,=zi~x, Z, =y — uy,= (1 — a.') (1 — 
elle deviendra 


% U= fV-U— U) m du. f X iT-'d». 

Jo J O J o 


Â 


Jjfr 


Les intégrations relativesaux diverses variables peuvent 
maintenant s'effectuer indépendamment l’une de l’autre, 
et comme on a 


J, 

jy- 


r(l + A + ^+/n). 


U) m dll : 


r(0r(l+w) 


t’(l + 1 +m) 

la valeur de U sera finalement 


J o ni 


(”») 
r(l + m) ’ 


LJ: 


r(*)r(J)r(m) 


r(l -ï- A" -t- Z -t- ni) 

conformément à la formule (5). 

S’il y- a quatre variables indépendantes x , y , z, Z, 
dans l’intégrale U, la valeur de cette intégrale s’ob- 
tiendra encore par le même procédé.^ On supposera les 
intégrations effectuées successivement sur l , z , y et x, 
et l’on posera 

i — =y,-y, —y = z., z, — z = t , , 

les limites relatives à t , z, y et x seront respectivement 
0 et t, 0 et z_, 0 et y t , 0 et l : si donc on remplace l, z 
et y par de nouvelles variables liées aux premières par 
les relations 

i — wt„ s = vr,, y = uy,, 

les limites communes à ces nouvelles variables seront 
0 et 1 : de plus on aura 

y.— i— r, z.= (1— J') (1— «)• /,= ( 1— .r) (1 — u) (1 — »*); 
par conséquent, les variables x , u, v , w pourront être 




•••/ 
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séparées ; en d’autres termes l’intégrale multiple U se 
décomposera dans un produit de quatre intégrales qui 
toutes s’exprimeront par des fonctions r à l’aide de la 
formule (6). Cette métbode est générale, et quel que 
soit le nombre des variables x, y, etc., elle conduit à la 
formule (5) qui se trouve ainsi démontrée. 


W- 


' & 


■ >: ». 


“m.- : ?? 




/S 




jr 


. 


y&Sr 


3} 

t 

/ i 
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IV. 


Sur l'évaluation approchée du produit 1 . 2.3...X, 
lorsque x est très-grand. 

1. La méthode dont je me servirai pour démontrer 
Ja formule de Stirling qui sert à celte évaluation , res- 
semble beaucoup à celle employée par M. Lacroix dans 
son Traité élémentaire du calcul différentiel et du calcul 
intégral [ page 678 de la cinquième édition). Cette mé- 
thode consiste à chercher le logarithme du produit 
1.2.3 ...x et elle repose sur la formule connue de Wallis 


77 

2 


2 2 4 4 
= ï 3 3 5 


2x 


-ix 


2x— 1 2x+l 

en vertu de laquelle la quantité 

2 log.2-j-2log.44- +2log.(2x— 2) 4-log.(2x) 

— 2 log.1— 2log.3— — 2log.(2.r— 3)— log.(2.r— 1) 

se réduit àlog.^ — log-2 lorsque x = ao. Mais je la com- 
pléterai en donnant une limite supérieure de l’erreur 
commise dans l’évaluation approchée de log. (1.2.3'. ..x). 
2. Pour toute valeur positive de z, on a 

;= e "d,, 

• * "J o 

d’où résulte, en intégrant par rapport à z, 


(1) log. z 


=1 


90 

(e~“ 


s~*- l )d-/ 
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Faisant successivement, dans cette formule, z—l, 
z = 2 z = x , puis ajoutant les résultats ainsi ob- 
tenus , il nous viendra 

oc 

, C e-t-da / i — e ~ “*\ 

(2) log. (1.2.3... or) == r J. 

•'o 

Ainsi la question est ramenée à trouver la valeur de 
l’intégrale définie placée dans le second membre de 
l'équation, (2). Représentons cette intégrale par u et 
traitons x comme une variable continue. En différen- 
* ciant nous obtiendrons 
,oo 

du | di / ae-* x \ 

* V e “— uV 

3. La fonction qui sert de coefficient à e ~ ** et 

e“— 1 1 

que nous désignerons par f{*) peut se développer en 
une série ordonnée suivant les puissances de *. En diilé- 
renciant plusieurs fois de suite l’équation 

, (c“— 1 )/(«)==', 

on a 

- ll/"W+3e*y , '(a)+3e*/'(«) \e*f\a) = 0, 


de sorte qu’en posant a = 0 on trouve sans difficulté 

► . •• -v • * Jg', % . '"t-V * 

/( 0) = 1, /(0) = -î,/"((H=g, 

Les deu\ premiers termes du développement de, f{j) 


A 


sont donc 1 — g ; et les autres ne peuvent contenir que 
2 

•les puissances paires de a, car la différence 


/W-l+ 2 

est égale à la moitié de 

( î -h 

«V / 



• 2 , 


2 U 

e — e 


et par Conséquent est une fonction paire de ». 
Les valeurs générales de _/”(») et de sont 


e* 




f%Y- 


e * 


r((a— 3)e»*4-4ae*+a-t-3). 


(e a — 1)4' 

En se rappelant que la variable a est >0> on peut 
prouver que la première de ces deux dérivées est es- 
sentiellement positive et la seconde essentiellement né- 
gative. 

D’abord en posant 

P=(a— 2)e-+a+2, 


on a 


dP 


(TP 


d y~ {% i)e “ +I ’ d a* 

„ , C?P * 

Pour toute valeur* de a > 0 , on a —— > 0 : on a aussi 

(Iz 

dP „ dP ^ , 

-- > 0 et P > 0 puisque — et P s annullent pour > = 0 

(l 'Z ' U A 


— 335 — 

et prenaient ensuite le signe (le leurs dérivées. 11 suit 
évidemment de là que /""(i) est une quantité positive- 

Posons maintenant 

P = (a — 3)e , *+4*e*+a+3 , 

ce qui donne 

d\> 

— = (2a— 5)e^+(4a+4)e*+ 1, 
aa . 


- (4*— 8)e’*-K4*+8)e*) ; 

a-x 


eu faisant 
nous aurons 


Q = (a — 2) c’+a-t-Ü , 


d*P , ci 
— =*e“Q , 


d ' P 


de manière que les deux fonctions Q et -j-j, seront de 
même signe. Or, Q et ■— sont zéro pour * = 0 ; de plus 

J»A 

— - est •<( 0 dès que j. surpasse zéro : donc, il en est de 
rfj' • 

tP p 

même de Q et de — ; par suite la fonction P jouit aussi 
(Ijl 

dP _ 

de la même propriété puisque l’on a P = 0 et — — 0 

quand « = 0 ; il suit évidemment de là que > /"’(ï) est une 
quantité négative. 

On voit d’après cela que J"{*) est une fonction dé- 
croissante de « dont la plus grande valeur est égale a 

y"(0), c’est-à-dire à 

k. Après cette digression revenons au développement 


<> 


de / (a). D’après une formule connue, nous pourrons 
écrire 

a a 

e * — 1 2 ' 

R représentant, suivant que l’on voudra pousser le 
développement plus ou moins loin, ou la quantité 


ou la quantité 

«/"(O) , 


K 


«'•/•■(O) ," + y n+ '(a 2 ) 
1.2... 2n^ 1 .2.. .(2/1+2)’ 


c'est ce que l’on comprendra en se rappelant que R 
est une fonction paire de a : à peine est-il nécessaire 
d’avertir que 0 représente d’une manière générale un 
certain nombre compris entre 0 et 1. Cette valeur de 

f(y) substituée dans celle de — fournit 

dx 

GO 

du Ç dxf « \ 

_= .—-R-e— -Re— J. 

c’est-à-dire, en vertu de la formule (1) 


du 

dx 


= ,0 g-*+ 


oo 

1 f R 


R e~ a *d-x 


Par conséquent 

i c 

« = C+- + - j log. T — X+ I 


R e~* x dz 


cette valeur de u est en même temps celle de 
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log.(1.2.3...a:). Nous prouverons plus tard que la 

constante C est égale à log.(l/2^)- 

5. On trouve aisément les limites de l’erreur que 
l’on commettrait en négligeant dans le second membre 
le terme 

oo 

C R e~**dz 


à cause de 
ce terme devient 


d «/"(•*) 

n=-~ r -. 


i i * 00 


J 

J o 




11 est donc essentiellement positif comme la fonction 
De plus, il est moindre que 


1 f* „ , 1 

- «-* * ou — , 


puisque l’on a /"{$*) <-• 
G 


Cette discussion nous montre qu’en désignant par n 
un certain nombre compris entre 0 et 1, on peut poser 

log.(1.2.3...jr)=C+^ Jc+ * ^log..r— jt+ 

6. Si l’on prend 


R: 


le terme 


«y*'( 0) , a ,n /-( 0' a ’"+y-*+» (0a| 

" 1 . 2 . . . 2/1 1 . 2 ... ( 2 / 1 + 2 ) ’ 


1.2 


X 

P 


Re~ fitx d'A 


ANNth. 


22 
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se présentera sous une autre forme ; il deviendra 

h Q. 

AO) f n ( 0) /• e— 

2x 2/i(2« — 1 )x ,n ~' I 1.2.... (2/1+2) » 

J 0 

et si l’on veut avoir une limite supérieure de la valeur 
absolue de l’intégrale dont il dépend , il suffira de rem- 
placer _/ ,n+a (ôa) par le maximum absolu M de y 3 "' 1 ' 3 (a), ce 
qui permettra d’efïectuer l’intégration. 

7. Pour déterminer la constante C, mettons l’équation 

log.(1.2.3..x)=C+(.r+- ) log.x—ar+ bi- 
sous la forme 

log.l+log.2+log.3+...+log..r = C+ I x+i)log.j:— x+etc. 

' Jè* 

le signe etc. désignant un terme qui s’annule quand 
,r= oo. 

Nous en tirerons facilement 

]og.t+log.2+log.3+...+log.2x=C+^2x+^Iog.2x — 2 .r+etc. 
A cause de 

log.2+log.4+..+log.2x=xlog.2+log.l+log.2+...+log.x, 
nous aurons aussi 

log.2+log.4+log.6+..+log.2x=C+^x+j|^ log.x+xlog.2 

— .r+etc. 

Retranchant cette équation de celle qui donne la somme 
des logarithmes des nombres naturels depuis 1 jusqu’à 
2x, on obtient 

log.l+log.3+5+...+log.(2x — l)=xlog.x+(y+^log.2 

. — x+etc. 
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Retranchant à son tour le double de cette nouvelle 
équation du double de la précédente, il vient enfin 

2 log.2 +2log.4+2log.6 +... + 2log.(2.r — 2) + log.2u: 

— 2 log. i — 2log. 3 — 2log . 5 — . . . — 2log. (2x — 3) — 2log. (2x — 1 ) 
=2C — 2log.2+etc. 

de sorte qu’à l’aide de la formule de Wallis citée plus 
haut, on trouve en faisant x infini, 

log. jt — log.2 = 2C — 2log.2 , 

et par suite 

c = ^( 1 °g- 7 '+ 1 °g-2)= log-(|/2^)- 

Nous devons dire en terminant que M. Binet a traité 
la question précédente et plusieurs autres du même 
genre dans un mémoire considérable destiné au Journal 
de l’École polytechnique. 


Sur une application singulière de ta théorie des intégrales 
doubles à la démonstration d'un théorème d' algèbre 

•3 

En désignant par p et m les coordonnées polaires d’un 
point pris dans un plan (ixe horizontal , et par z une 
fonction réelle et déterminée de p et w, qui ne devient 
pas infinie entre les limites 0 et R de p, 0 et z- de «, on 
voit que les deux intégrales doubles 

fR r2n rR 

dp I zdfjt , I d<’> I zd u 
Jo J o J a J o 

sont nécessairement égales entre elles , puisqu’elles re- 
présentent toutes deux un même volume; savoir, le vo- 
lume compris entre le plan fixe, la surface cylindrique 
droite ayant pour base un cercle de rayon R tracé au- 
tour de l’origine des coordonnées prise pour centre, et 
une autre surface dont l’ordonnée verticale est pour 
chaque système de valeurs des deux quantités p et &> , 
représentée par z. Or, on peut de là conclure, avec* 
M. Gauss , que le premier membre de toute équation 
algébrique à coefficients réels 

z m + A z m- ‘ + Rz’" -2 + . . , + Lz + M = 0 

est divisible soit par un facteur réel du premier de- 
gré j+p, soit par un facteur réel du second degré 
z’ — 2 pz cos.ù-t-p', en sorte que cette équation a tou- 
jours au moins une racine réelle ou imaginaire savoir 
dz p ou p(cos.w + |/ — Ibill.cü). 

En d’autres termes, on peut prouver qu’il existe tou- 
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jours des valeurs réelles des deux quantités p et w satis- 
faisant à la fois aux deux équations 

p m cos. A û" 1-1 cos, (ni — l)o. + . . . . + Lpcos. 0 . +M = 0 , 
p m sin. mat + Ap* 1-1 sin. ( m — l)o>4-. . . • + Lp sin. o>= 0. 

Désignons en effet par t et u les premiers membres de 
ces équations, puis posons 

, du dt , dt du 

dot ‘dp’ dot ' dp 

du' dt' .. dt' du' 


do> ‘ do ’ dot 


Z? do 


Soit R une quantité positive quelconque, mais plus 
grande que la plus grande des quantités 


mM y -2 , V mB' )/ü , V'rnGV^, V' 

où A', B', C',... M' désignent les valeurs absolues des 
coefficients A,B,C,...M. Cela étant, je dis que si l’on 
pose p = R, la somme tt’ + uu aura une valeur positive. 
Pour le montrer, observons d’abord que les quatre quan- 
tités suivantes 

R m cos. ^ + AR m ~' cos. ^ + 0. + . . . + M cos. ^ + mat ^ 

R m sin. £-+ AR m ~' sin. + . . . + Msiu.^~ +mat ^ 

wR m cos. (+m — 1 ) AR m '» , cos. ^ - + 01"^ + . . .+ LR cos. 4 - [ni — 

«R* sin . - +(/« — 1 ) AR m ~‘sin.^ r +«'^+.. .+LR sin ^+{/« ~ 

que jd nommerai respectivement T, U, T’, U', sont 
toutes >0 : on le prouve, par exemple, pour la pre- 
mière. en décomposant T sous celte forme 



m 


F* 


BV 


9fc 3 m 
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— : T K + rnA J/icos. ("7+“') I 

mV 2 L ^ 

4- — — j^’ + mBl' / 2cos.^£+2w^J 

+ îpi[ R,+ '" cK ’ i " s (î +3 ")] 


et en se rappelant ce que l’on a dit ci-dessus de la gran- 
deur de R. Une démonstration semblable s’applique aux 
trois autres sommes U, T', U'. 

Or , pour p = R , on a 


A 


t = T cos. ^ + mu ) + v sin. (i +m ") 
u = Tsin.^ + /7iw^— U cos 
r'^T'cos.^ -+mo> ) +U ’sin .(" + «-) 
«'=T'sin. — U'cos.^ +m»j , 


et de là résulte tt' + uu' = TT + UU' : donc tt' + uu est 
> 0 . On peut observer en passant que nos équations» 
donnent en outre t 1 +u’ = T 1 + U\ 

Maintenant on peut prouver le théorème qui fait 
l’objet de cette note; savoir qu’eut/e les limites p = 0 , 
p = R , w = 0 , «= 2 rr, il existe 4 certaines valeurs de w 
et de p pour lesquelles on a à la fois t=0, u = 0. 
Car. si l’on n’admet pas ce théorème, il faudra en con- 
clure que la fraction 

(t* +u‘){tt"+uu") + (tu'— ut')’— {tt’+uu')’ 


*?+«*)’ 




g*"-#* 


A, 


- • - * 




dÈrW ' ■ 

■ JL. .a. V.» <§> i 

. - sdgXA • 4T M * 1 » : ê&'ï 




« i 


i 


« 


«K£l 


1 

1 
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j 
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ne deviendra pas infinie entre les limites citées, et que, 
par suite, on aura 


fR Ç2n ç-2n TR 

I dp I zdto= I dw I zdp. 


Or 


I 


zda : 


tu! — ut! 


>(!*+«»)’ 

comme on le vérifie aisément par la difïérentiation : 
de plus , t, m, t!, u\ reprennent les mêmes valeurs aux 
deux limites 0 et 2rr : par suite , on a 


i 


■2n 


zdu — O, 


en sorte que la première de nos deux intégrales doubles 
se réduit à zéro. Mais la s'econde est au contraire essen- 
tiellement >0. En effet, si l’on intègre d’abord par rap- 
port à o , il vient 

ti + uu! 


I 


zdo — 


r + u 1 


d’où 


r 


zdp- 


TT'+UU 


T’-t-lP 


et partant 


c’est-à-dire 


f^rrr+uuV'- 


Jo T’ + U* ’ 

■ 

■ h , • ■!> 


C2n j‘R 

J o (lv L z 


dp — une quantité positive, 


V ■* tf: • 

JL, 


jT i 


t 


*jl- -VU *7. 


ar 


.s- 


JL 



m puisque l’élément 


est essentiellement positif. Donc 1 équation 


4- +Le8sin.w+M« 


de 1 équation -- 4 - -—== 0 : d’après un théorème dé- 

montré par M. Lamé dans le Journal de l’École polytech- 
nique , cette équation sera donc aussi satisfaite par 
? = log. V' . Ainsi les deux quantités 

\ y 

cfiog.l/tMv œïozVTw *, V - 


sont égales entre elles : leur valeur commune est 
sèment éelle du produit nz. 




fa j 

jf. 

M 







VI. 

Sur l'intégration d'une classe d'équations différentielles . 
Soit 

( 1 ) = 0 

une équation diliérentielle de l’ordre n,y ,y ,...y (") étant 
les dérivées successives de y. L’intégrale complète de 
cette équation (intégrale que je suppose connue) con- 
tiendra n constantes arbitraires a, b, c , et sera de la 

forme y = F(x, a , b,...c) ou plutôt r. (jj, y , a, b,...c)= 0. 
Maintenant dilférentions par rapport à a les deux 

membres de l’équation (1), et représentons par u la dé- 
dy 

rivée- —.11 nous viendra 
da 


( 2 ) 


df 

~-.u- 

dy 


df du 
dy dx 


df et u 


dy?)‘dx" 


= 0. 


On aurait eu la même équation si , au lieu de poser 


dy_ 

du 


.dy 

avait pose — 
du 


» dy 

u ou — — =.u. Donc les 
de 


dérivées de y prises par rapport aux n constantes 
a,b,...c, représentent autant d’intégrales particulières 
de l’équation linéaire (2); de sorte qu’en général l’inté- 
grale complète de cette équation (2) est 

« 

A, B,... C étant des constantes arbitraires. 


•9 


é ' ' *iV ; ‘ ' 
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Ce théorème, aussi simple que remarquable, est dû 
à M. Jacobi. Il s’étend de lui-même à un système quel- 
conque d’équations différentielles simultanées. Pour 
l’appliquer à un exemple , considérons le cas particu- 
lier où l’équation (1) est de la forme 

y— T(r)=0{ 


cette équation peutalors s’intégrer, car, en la multipliant 
par 2 dy, elle nous donne 

— 2 f = °» 

d’où l’on tire 


et par suite 
(3) 


(è) ==a+2 } Ÿ( ' r) ^’ 

^ dy 

J \Za+2/<f(y) dy 


En vertu de cette dernière équation , y est une fonction 
dex, a, b. Or, il suit du théorème de M. Jacobi que l’é- 
quation linéaire <p h') « où ?'(y) désigne la dérivée 

, dy 

de^y, aura une intégrale complète de la formel/ = A 

dv 

+ B —, quelle que soit la fonction <p. 



h 
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FIN. 


PARIS. — IMPRIMERIE DE F AIN ET THUNOT. 
Rue Racine, 28, près de l’Odéon. 
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